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ОРБИТЫ С МАЛЫМИ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТАМИ  
И НАКЛОННОСТЯМИ В ОБОБЩ ЕННОЙ ЗАДАЧЕ  

Д В УХ НЕПОДВИЖ НЫ Х ЦЕНТРОВ

Получена связь меж ду оскулнрующнми элементами и элементами, которые ис
пользуются в известной промежуточной орбите, основанной на решении обобщенной 
задачи двух неподвижных центров. Предполагается, что эксцентриситеты и наклон
ности являются малыми величинами. П риводятся графики зависимости оскулирующих 
элементов от некоторой величины, линейно связанной со временем.

Задача двух неподвижных центров примечательна тем, что она 
полностью интегрируется в квадратурах. Сравнительно недавно было 
выяснено, что задача о движении спутника в гравитационном поле 
Земли (или вообщ е в поле притяжения планеты) мож ет быть рассм а
триваема с большой степенью приближения, как задача о движении 
материальной точки, притягиваемой двумя соответствую щ им образом  
подобранными неподвижными точечными массами [1— 3]. Для сж атой 
планеты массы неподвижных центров нужно выбирать комплексно со 
пряженными и располагать их на мнимом расстоянии друг от друга. 
Такая конфигурация неподвижных центров приводит нас к обобщ ен 
ной задаче двух неподвижных центров.

В настоящ ей работе получена связь меж ду двумя системами эле
ментов, определяющ их движение материальной точки в обобщ енной 
задаче двух неподвижных центров.

Одна система элементов —  оскулирующ ая, она более универсальна, 
но неудобна для рассматриваемой задачи, другая— специальная си
стема элементов, которая применяется только для обобщ енной задачи 
двух неподвижных центров, гораздо удобнее.

§ 1. Уравнения, связывающие две системы элементов

Два неподвижных центра, имеющие массы ~ m (l~ \ -iG )  и ~^ -m (l— to),

находятся на расстоянии l i e  друг от друга. Здесь m обозначает сумму 
масс неподвижных центров, i = Y — 1, а с и o' —  некоторые постоянные, 
которые будем считать малыми величинами.

П усть O x y z —  прямоугольная система координат с началом в центре 
масс и осью  z, проходящ ей через неподвижные центры. Д ифферен
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циальные уравнения движения материальной точки, притягиваемой по 
закону Н ьютона двумя недодвижными центрами, напишутся в следую 
щем виде:

d%x  _  dW д?у _  dW_ d?z dW

dt% д х  ’ dt2 ду  ’ dt2 dz

где W  =  i m есть силовая функция задачи, /  обозначает
2 У. гг r2 J

постоянную тяготения, а

r1 =  V x 2+  у2 -\-[z — c(a +  t)]2, r2 ** У х 2 +  у2 +  [г — с (а — i) ]2.

Разложим силовую функцию в ряд по полиномам Лежандра и пред
ставим ее в таком виде:

W  =  Wo +  Wx,

где

=  (1)

> (2>
А = 2

Здесь Pk ^— полином Лежандра k -тото порядка, т  = У х 2 - f  г/2 -j- г 2 и

Ук =  ~ ick 0  +  ° 2) [(о +  О*-1 — (от — 0*~Ч-

Н етрудно проверить, ч!то все коэффициенты y h действительны. 
Движение материальной точки в обобщ енной задаче двух непод

вижных центров удобно описывать следующими элементами [3]:

а, е, s, I, g , h. (3)

Элементы а, е, s являются постоянными величинами, а элементы 
I, g , h зависят от времени t следующим образом :

1 =  { 1 — \  8* (1 -  - s2) -  т 8* } (< “  w  + г" • (4>

g = |зв» +  -  -55- в%> +  -2-8*1 (г -  1„) +  g„, (5)

h =  j ----- 1 е2----------------------------1  е2аа-е4 +  e2s2| (/ — / о )  +  Ао, (6>

где /0, g 0. А0 —  значения соответствующ их элементов в начальный момент
времени t0, а е = -------------. В данной работе предполагается, что е, е и s

а (1 — е2)
являются малыми величинами. Выражения (4) —  (6) написаны с  точностью 
д о  четвертого порядка включительно относительно малых величин.

С другой стороны, движение материальной точки в обобщ енной 
задаче двух неподвижных центров мож но описывать кеплеровскими 
оскулирующ ими элементами:

ак, ек, sk =  sin ik, М  =  (t —  t0) +  M 0, ю, Q. (7)
V 2
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Здесь ah —  большая полуось, ей —  эксцентриситет, ih —  наклон орбиты 
к плоскости хО у, М о —  средняя аномалия в начальный момент, 0  —  
угловое расстояние перицентра от узла и Q —  долгота восходящ его 
узла. Одна часть силовой функции (1) определяет кеплеройские эле
менты, а другая часть (2) возмущ ает эти элементы, заставляя их не
прерывно изменяться со временем.

Н уж но найти соотношения, связывающ ие системы элементов (3) 
и (7 ). Для большей простоты  будем использовать конически^ коорди
наты (радиус-вектор г, координату z  и долготу ©, отсчитыраемую в 
плоскости хО у  от оси х ) . Ш есть уравнений, связывающ их две системы 
элементов, являются трансцендентными и имеют следующий вид: 

г (ак, ek, М) — г (а, е, s, I, £  | е, а),

z (a k, ek, sk, М , а ) =  z (a , е, s, I, g \ e ,o ) ,

w {ek, sk, M , (o, Q) = w ( e ,  s, I, g , h\e, a),
(8)

r (ak, ek, M) =  r (a, e, s, I, g  | e, a), 

z (ak, ek, sk, M , to) =  z (a, e, s, I, g  ] e, a), 

w (ak, ek., sk, M , со) =  w (a , e, s, I, g \ e ,o ) .

§ 2. Решение уравнений связи

Левые части уравнений связи (8) представим в виде степ'енных ря
д ов  по эксцентриситету ek и синусу наклонности sfe, которые в данной 
работе являются малыми величинами [4], а правые части уравнений 
представим степенными рядами по малым величинам е, s, е и a [5]. 
Реш ение этих уравнений относительно оскулирующ их кеплеровских

1 1элементов содерж ит малые делители вида —  и — , поэтому преобра

зуем  элементы (3) и (7) к более удобным.
Вместо кеплеровских оскулирующ их элементов введем следующие:

^k> ^k ~  ^  Н-  ® "Ь
qk =  ek cos (to +  Й), kk = e k sin (ю +  Q), \ (9)

uk =  sk cos Q, vk =  sk sin Q 
и аналогично вместо системы элементов (3):

я, X =  / -j- g  -)- h,

q =  e cos (g  - f  h), k =  e cos {g  +  h),

u = s c o s h ,  v =  ss\nh. (10)

Тогда уравнения (8) примут следующий вид:

г К .  К  Як’ kk) =  г (а> К  Я, k, и, и 18, а),%

z (а*. h> Як’ К ’ vk) =  2 («. К  Я. k, и, v | е, а),

w ( К  Як’ К  Ч > vk) =  w Я> к, и , v) 18, а), (11)

Г (аА. К ’ Як’ kk) =  г (а > Я, К  и, V | е, а),

К  Як’ К ’ Ч ’ vk) =  z (а. К  Я’ k, u ,v \ e r a), \

(°а> К ’ Як’ К ’ uk’ vk ) = ®  (а’ К  Я’ К и, v 18, а).
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Левые и правые части системы уравнений (11) являются степенными 
рядами относительно малых величин:

Яk> kk> uk> vk> Я> К  и, v, е, а. (12)

При помощ и простых линейных комбинаций эти шесть уравнений 
мож но привести к шести уравнениям такого вида:

Э ЛР =  3 ю  (я*. К  Як> К  uk> ?к\а > Я, k , u , v  | е, а), (13)

( i = l , 2 ,  3 ,4 ,  5 ,6 )

где 9 {k обозначает какой-либо из оскулирующ их элементов (9 ) , а 
обозначает соответствующ ий ему элемент из системы элементов (10 ).

С пособом  последовательных приближений мож но получить реш е
ние уравнений (13) с лю бой степенью точности относительно малых 
величин (12 ). Н иж е приводится решение этих уравнений с точностью» 
до  четвертой степени включительно относительно малых величин.

qk =  q -j- e2 cos % +  e2q £------cos 2% j +  e2& sin 2% +  ecfv +

+  —  e4cosA, +  —  s2o 2 cos % - f  e2<72 Г  —  cos A. +  cos 3^,1 +
8 2 L 16 16 J

eâ 3 _|1_ c o s  ^ ------- 1 | _  c o s  3>̂  J _j_ e2W2 ------cos ^ + _Z_cos 3b J  +  (14)

-1- e2u2 £ ----- ^ - c o s K ------cos Ъ% j  +  &2qk £ — sia%  +  sin 3^J -)-

+  e2wt) J ^ - j-  sin % +  sin 3X J  ;
kk =  k +  ~  s2 sin A, -f- s2& £------ -̂-------^  cos 2% J +  e2<7 sin 2% —  eau -\~

+  —  e4 sin Я, +  —  e2cr2 sin % -f- e2q2 Г — - sin X +  sin ЗА. ]  +
8 2 ^  ^ L IB 16 J

e2̂ a - - 1|_ s i 0  ^ - - - 1|_ gin ЗЯ J  +  e2“ 2 £  —  - y -  ^  +  - j -  sin ЗА, J  -f-

+  e2o2 £ ------y -  sin "k------sin 3A,J -f~ &2qk £-------------- cos A,------cos ЗА, J -f-

_l_ g2uv |" JL  cos %------cos ЗА, j ;

и, =  и +  s2h Г —  +  —  cos 2k 1 +  —  &2v fcin 2A, - f  &ok +  3e3tf sin A, +
L 4 4 J 4

+  e2ku £-|- sin A, -j— sin 3A,J - f  82qv sinA, +  sin ЗА,

+ 82qu £-- “̂cos ̂  cos 3̂ -j + £--- cos A,------ cos ЗА, J
vk — v +  e2M sin 2% -f- e2y £ -cos  2A, J — eaq —  383(T cos A, -f-
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+  82ku cos ^ -------cos J +  - j -  cos X --------- cos 3X ] +

+  &2qu. £------^ -s in X  +  - j -  sin ЗЯ, j - f  &2kv

ak
a

3 . » 7---------sin X ---------
4 4

13

sin 3X
] ‘

1 +  2e2 -f- 3e2<7 cos X, +  3e2& sin % -j— —  e4 +  e2cr2 -j-

+  e2<72 £ -----^— j— cos 2^J +  e2&2 £------ -̂----------- cos 2X,J +

-f- e2M2 £—  -j- cos2X,j -\-e2v2 £—  cos2A,j 4-9e2<7&sln2A,-f3e2«ysin 2X ;

Xk =  X +  —  82q sin X —  62& cos X +  —  8202 sin 2X —
4 4 2

------j -  e2̂ 2 sin 2X —  9e2qk cos 2A, +  e2u2 sin 2X —

—  e2y2 sin 2X —  3e2« o  cos 2X —  2e<squ —  2eokv. (14)

Из полученных соотношений нетрудно выразить элементы (10) че
рез оскулирующ ие элементы (9 ).

i

§ 3. Зависимость кеплеровских оскулирующих элементов ojr времени

Из соотношений (9) имеем j

Uk

Если в формулах (14) учитывать тодько самые влиятельные чле
ны, то получим

ak =  1 +  2е2 +  Зе2е cos I,

21Xk — X Ц-------- e2esin  /,

/ ■

где

е2 +  —  е4 - f -  2>е?е cos I,

sk — Y s 2 +  8 2tf2e2 +  2 eaes sin g, 

to —]- О == g  —)~ h —j~ Дя, Й =  h "j-  Д£2,

sin iДя =  arctg

ДЙ =  arctg

2  e к » '  -ф- cos I
3 sa

—  cos g

(15)

(16)

(17) 

(17")

(18) 

(18")

eoe
■£sin g

Напомним, что a, e, s, e, о  являются постоянными величинами, 
a t, g , h линейно связаны со временем, как показано в формулах
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(4) —  (6 ). Будем называть X, g + h  и h соответственно вековыми возм у
щениями средней долготы  в орбите, долготы перицентра и долготы 
восходящ его узла, а все остальные члены в вышенаписанных ф орму
лах —  периодическими возмущениями.

Рис. 1. Возмущение оскулирую- 
щей большой полуоси

Рис. 2. Периодическое возмущение 
оскулирующей средней долготы в ор 

бите

А п, гроЯ

Рис. 3. Возмущение оскулирующего 
эксцентриситета: 1 —  е = 0 ,  2 — е = е 2, 
3 —  е = 3/2 е2, 4 —  е = 5/2  г2, 5 —  е =  

= 3  е2, 6 —  е = 4  г2, 7 —  е = 6  е2

Рис. 4. Периодическое возмущ е
ние оскулирующей долготы пери
центра: 1 —  е = 0, 2 —  е = 3/4 е2,
3 —  е =  5/4 е2, 4 —  е =  3/2 в2,
5 —  е = 2  е2, 6 —  е = 3  е2, 7 —  е = 6 е 2

На рисунках представлены графически формулы (15) —  (18) (т. е. 
самые значительные периодические возмущения оскулирующ их элемен
тов ). П остоянные е й  s используются в качестве параметров. Рисунки 
для формул (17") и (18") аналогичны рисункам для формул соответ
ственно (17) и (18).
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