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В работе проведено качественное исследование эволюции орбит Околополярных 
спутников под влиянием лунно-солнечных возмущений. Эти орбиты относятся к чис
лу критических вследствие появления малых знаменателей. В качестве промежуточ
ной орбиты взята орбита обобщенной задачи двух неподвижных центэов. Учитыва
лись только критические члены возмущающей функции, которые м огут дать большие 
амплитуды возмущений. Получена общ ая картина движения во всех возможных 
случаях.

В работе рассматривается задача о влиянии Луны и Солнца на 
движение околополярных спутников, т. е. спутников, орбиты которых 
наклонены к плоскости земного экватора под углом, близким к 90°. 
Эти орбиты относятся к числу критических в результате появления ма
лых знаменателей, и в [1] они не рассмотрены. Однако исследование 
околополярных спутников имеет больш ое значение для практики. 
В настоящ ее время на околополярные орбиты запущено больш ое число 
спутников для самых различных целей.

§ 1. Промежуточная орбита

Возьмем прямоугольную систему координат с началом в центре 
масс Земли так, чтобы плоскость х у  совпадала с плоскостью земного 
экватора, а ось oz  была направлена в северный полю с м и рг. А ппрокси
мируем потенциал Земли потенциалом двух неподвижных центров с

т /1 . • \ т /1 массами —  (I +  иг) и —  (I id), находящимися на мним

нии 2 ic друг от друга. Постоянные с и а вы бираются такйм образом,, 
чтобы первые три члена разложения потенциала двух неподвижных 
центров в ряд по полиномам Л ежандра совпадали с первыми тремя 
членами разложения потенциала Земли. Тогда постоянные ; и or равны 
с =  209,8 км, 0 = — 0,036.

Решение обобщ енной задачи двух неподвижных центрЬв в случае 
асимметрии полушарий дано в работе [2]. Для околополярных орбит 
(8 4 °< г < 9 6 ° )  величина a =  cos i будет малой первого порядка, формулы 
промеж уточного движения упрощ аются и будут иметь вид

ом расстоя-
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х  — V ( ia -{- с2) (1 —  i f )  соaw,

У =  У(Ъ* +  с 8) (1 —  t]2) sin w, z =  с а +  |rj, (1)
где £ и t) Определяются из равенств

га [1 — ее -ф- (e — е) cos а{з] 
1 -ф е cos (2)

(3)
1 -ф- dsm ф

в которых

е =  е[1 —  &2(1 —  е2) (1 —  2а2 —  е2)],

у  =  еа [ 1 — 2а2 +  е2 (1 —  е2)\,

d == ест 1/^1 —  а 2 [ 1 +  е2 (1 — е2)].

Здесь е — малый параметр, характеризующ ий сж атие Земли и опреде
ляемый соотнош ением е= с/ р , где /? =  а (1 — е2). Для Земли этот пара
метр мал и равен примерно 0,03, т. е. e2~ 1 0 ~ 3. Ф ормулы для коэффи
циентов представлены в виде рядов по степеням малых параметров е 
и сг, причем а  имеет тот ж е порядок, что и е. В этих рядах сохранены 
члены до 10-6 включительно.

Угловые переменные <р и г|), входящ ие в формулы (2) и (3 ), свя
заны меж ду собой  соотношением

k2 k2
Ф =  (1 +  v)л|э -j- to,, -------£-.(1 +  v) sin 2t|) ----- -- sin 2£,

8 8

где; >.
% (1 +  V) г|з - f  co0,

v =  — - - e 2 ( l + a 2~ 5 a 2) + — E*(9 +  26e2), (4)
4 64

Щ =  8 2 [(i _  e2) ( l  —  a2) +  a2],

k\ =  e2e2 [1 —  a 2 —  e2 (2 ]+  e2)],
а ©о —  постоянная интегрирования.

Угловая переменная w определяется формулой

w

где

, /  a sin Ф -ф-'В \ , Рч=  arctg --------\ +  Q,
\ COS ф /

Q =  [х-Цз -j- Q0 -J- sin -ф p-2 sin 2^, 

а коэффициенты имеют следующие значения:

а =  c o s t ,  р,! =  —  2е2ае,

р = 2 г а а У  1 —  а2, е2»

|jl =  —  -| -е2а | l +  а2 —  -^-[11 +  24е2 —  а2 (17 +  24e2)l|  , (5)

Qo —  постоянная интегрирования.
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Связь меж ду промежуточной переменной ij) и времене^ t будет 
установлена позднее.

В указанных формулах а, е , а, До и « о —  постоянные и 
ния. Ш естая постоянная М 0 будет введена ниже. Примем эт 
ные за элементы орбиты. При 8 = 0  и а = 0  они обратятся 
кеплеровские элементы орбиты —  больш ую полуось орбиты 
ее эксцентриситет, косинус угла наклона орбиты спутника к 
земного экватора, долготу восходящ его узла и угловое расстс 
гея от узла. Величина М 0 обратится в среднюю аномалию в

§ 2. Уравнения возмущенного движения

нтегрирова- 
и постоян- 

обычные 
спутника, 
плоскости 

яние пери- 
эпоху.

Ч тобы получить возмущения спутника от Луны и Солнда, будем 
считать элементы орбиты  уж е не постоянными, а перемени ыми вели
чинами. Тогда дифференциальные уравнения возмущ енного движения 
спутника имеют следующий вид [3]:

—  = 2 а 2 (  
dx \

dR' OR'

dv du У
de

dx

ds

dx

dQ

dx

du

dx

dv

dx

= J L r ^ + ^ L _ f i _ eA J £ :
e  L dv du \ /  du

( c o s  ip  cos i

=  И' + P  

=  1 +  v

=  1 - - P

dF' 

du

cos i dF' 
s ds ’ 

p { \ —  s2) dF'

dF'

3Q

dR'

ds

dO'

У

] ‘

4 de du

где R ', F ' и Ф ' связаны с  возмущающей функцией R  следующ

(6)

(7)

(8) 

(9)

(10) 

(П)

:im  образом:

/м
Ф ' =  —  (2 +  е cos v) sin vR',

P2.

/  —  постоянная тяготения, M  —  масса Земли, г---ради ус-вектор  спут 
ника. Элементы м и о при е - 0  и а = 0  обращ аю тся в аргумент широты 
и истинную аномалию. П остоянные jjt и v, определяющ ие вековые изме
нения элементов й  и и, вы раж аются через элементы орбиты по ф орму
лам (5) и (4 ). Вспомогательная переменная т связана со временем t  
дифференциальным соотношением :

где

«2 — V  Ш р

dt

dx

1 +  ± - ( 2  +  е2) 
4

(8 —  е2) (8 +  56е2
4 ' ' .  64

Выражение для возмущающей функции R  можно взять из раб

+■&*)]. 

оты [4]

fe=2
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где т' —  масса возмущ аю щ его тела (Луны или С олн ц а), г' —  геоцент
рический радиус-вектор возмущ ающ его тела, г —  радиус-вектор спут
ника, Я —  угол меж ду геоцентрическими направлениями на спутник и 
на возмущ ающ ее тело, причем

a H e « l ± w l ± » l .
гг'

Здесь х', у '  и г ' — координаты возмущ аю щ его тела. Если пренебречь 
параллаксом возмущ ающ его тела, то возмущ аю щ ая функция примет 
ьид

* = ^ т Н т с052Я- т ) -  <12>

П осле подстановки в равенство (12) выражений координат спут
ника и возмущ аю щ его тела через элементы получим выражения для 
R', F ' и Ф ' в виде тригонометрических рядов. Так, для R ' будем иметь

R' =  2  [Лу cos (2и +  ku' -|- j&) Bkj cos (ku ' ~г Д^)] (ао а2 cos 2v),
k,i

где Й =  Й— й ', A kj и B hj, а такж е а0 и аъ будут функциями элементов 
орбиты а, е  и s. Аналогичные разложения будем иметь для F' и Ф '.

Если в выражении для возмущ ающ ей функции оставить только 
вековые и долгопериодические члены, то  для R ' найдем следующ ее вы
ражение:

R ' =  а0В0о +  а0 J ]  Bkjcos (ku' +  /Й) +  - у  Akicos [2 (и —  v) - f  ku' +  /Й ].
k,j k,j

(13)

В промежуточном движении, т. е. при R/= F /= Ф '= 0 ,  элементы а 
и е  будут постоянными. Из уравнений (10) и (11) имеем

du , . dv------= l + v  и -------=  1.
dx dr

Д ля промежуточного движения имеем следующие формулы:

v =  т, и =  (1 +  v) т +  ©0, и' =  Хт -f- Uo, Й =  jat +  Й0,

где величина ‘к —п'/п есть отношение средних движений возмущ аю щ его 
тела и спутника. Для близких спутников с большой полуосью до 
10 000 км эта величина имеет порядок 10-3 .

Ввиду того что возмущ ающ ая функция R' мож ет быть представле
на рядом (13 ), то при интегрировании уравнений возмущ енного движ е
ния получим члены вида

sin [2 (и  —  у) 4 - ku '  -f- /Q ] sin (ku '  +  /О )
k 'v  -ф- k% 4  /И- kX ф  /ц

Оценим порядок величин v и ц. Величина v, характеризующ ая ве
ковое изменение перигея, имеет порядок е2~ 1 0 ~ 3. Величина |х для 
околополярных орбит (i ~ 9 0 ° )  близка к нулю.

Следовательно, при некоторых значениях k', k и /  появятся малые 
знаменатели. Знаменатели вида k 'X + j|х таковы, что их мож но оценить 
снизу, и они по модулю всегда больш е 10~3. Для околополярных орбит 
самые малые знаменатели получим при & '= 0  и k — О. Для остальных 
k' и k они по крайней мере больш е 10~3.
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При k '= k = 0  мы имеем

R' =  А0 -{- А х cos й  -f- А% cos 2Q, (14)

F ’ =  В0 +  Вг cos Q +  В2 cos 2Q,

Ф ' =  0, (15)

где постоянные А я В даются формулами

=  (1 -  3oJ) (1 -  3 a 's),
16a

=  W V y - j i  аа> Y l — a * V \ —  a '2, 
4 a

причем

A 2 =  Ф ? 1.- ? -. ( i  _  a 2) (1 —  a '*), 
16a

В  =  P2 ( 2 + . 3e2)_ (1 _  3 a 2) ( !  _  3 a '2)

0 32a ( 1 — e2) 1* V .

=  ,,3PM2 +  3^ _  ^  /
1 8a (1 — e2) ^

В =  __3p_!(2 +  3gg_ (1 __ a2) (1 _  a ,2)
2 32a (1 — e2) V ' V '

m' f  a \ 3

§ 3. Первые интегралы уравнений

Проинтегрируем уравнения (6) и (7) в предположении, что R', F' 
и Ф ' имеют вид (14— 15). Тогда элементы а и е будут постоянными во 
все время движения, т. е. а = а 0 и е = е 0.

Уравнения (8) и (9) при указанных R', F* и Ф ' примут вид

- Г — Н в - -  <16)dx о Q

dQ dF’ /17ч=  —  р — —  (17)
dx да

Эти уравнения имеют первый интеграл вида

К  =  у  (a) +  F' (а, Й).

Д ля околополярных орбит величина а имеет порядок г. Величина £2 
для близких спутников с большой полуосью  до 10000 км имеет поря
док  е4. Если при разложении функций R ' и F' ограничиться членами 
порядка е4 включительно, то получим интеграл уравнений (16) и (17) 
в виде

К  =  J _  ____ Р2(2 +  Зеа) З р 2 (2^ 3 е3 )(1 -а '2) 3 £
4 р 16а (1 —  е2Р 2 1 6 а (1 — е2)3/г
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Выразим этот интеграл через начальные условия, тогда для опреде
ления а будем иметь следую щ ую  квадратуру:

da

V / (°) =  p d x , (18)

где

/  (а) =  —  (а2 —  ао)2 +  и2 (а2 —  а̂ ) (2 cos2 Q0—  1) -f- х4 (cos2 Q0 —  cos4 Q0),

=
2 ’

X2 _r ft2 ( 2 .+  3e2 ) ( l - g ' 2) 

4e2 У I —  e2

Значения величин {З 2 и ц2 в случае Луны и Солнца для различных 
расстояний спутников от поверхности Земли и двух значений эксцентри
ситета е = 0  и е = 0 ,5  приведены в таблице.

Значения Р2 и х2

а, км
>!<

. о2 
Р©

X2
< КЬ

е— 0 е—0,5 е— 0 е=0,5

6 600
7 000
8 000 

10000 
20 000

0 ,67-10 -7
0 ,80 -10 -7
1 .2  -10-7
2 .3  -10-7 
1 ,8  -10-6

2 ,9 -10 -8
3 ,4 -10 -8
0 ,9 -1 0 - ’

10-7
0 ,8 -1 0 -6

0 ,47-10 -5
0 ,61-10 -5
1 .2  -10-5
0 ,5 8 -10-4
1 .2  -10-3

0 ,4 1 -10^5 
0 ,55-10 -5  
1,1 -10-5 
3 ,0  -10-5 

10-3

1 ,8 1 0 -6
3 .0 -1 0 -»
1 .1 -1 0 -5  
1 ,8 -10 -5
0 ,6 - ю - 3

1 ,6  -10-6 
2 ,7  -10-6 
0 ,98 -10 -5  
1 ,6  -10-5 
0 ,4 9 -Ю -з

Для корней f  (а ) имеет следующие значения: 

0,1,3 =  ±  У  <4 +  и2 cos2 й 0, 

« 2,4 — ±  ^  <*о— >с2 sin2 Q0.
(19)

Как видно из таблицы, если о о ~ е ,  х 2 
ю т тот ж е порядок, что и ао, т. е. е.

■ в j то корни a i,3 и аг.4 име-

§  4. Качественное исследование движения

П усть начальное значение наклона орбиты таково, что

а о > и ? sin2Q0. (20)
В правой части указанного неравенства стоит величина порядка выше, 
чем е2, т. е. этот случай сущ ествен при рассмотрении околополярных 
орбит. При выполнении условия (20) все корни уравнения / ( а ) = 0  дей
ствительны.

Так как многочлен / ( а )  стоит под знаком корня, то он должен 
быть неотрицательным. П оэтом у движение возмож но только при 
/ ( а )  ^>0. Многочлен / ( а )  мож но представить в виде

/  (а) ■ =  (а| —  а2) (а2 —  а2) , (21)

следовательно, он будет положительным при а г < « < а ь  если ао>О г 
т. е. г0< 90°, и при а3< а < )а 4, если а о < 0 , т. е. /о> 9 0°.

Случай ao2= x 2sin2Qo соответствует двум действительным и двум 
нулевым корням уравнения / ( а ) = 0  и является частным случаем пер-
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вого. Н еравенство ao2< x 2sin2Qo определяет два действительных и два 
мнимых корня и соответствует орбитам, отличающимся от полярных 
примерно на 10', следовательно, этот случай такж е требует рассм от
рения.

Графики поведения функции / ( а )  для трех указанных случаев пред
ставлены на рисунке 1.

Кроме того, возмож ны  частные случаи, которые приводятся к ука
занным трем случаям, а такж е строга  лолярная орбита, которая имеет 
место только при определенных начальных условиях, а именно при 
ао =  0, й о = 9 0 °  или 270°.

Р ассм отрим 'п одробн ее случай 1. П усть начальные ао и й 0 подчи
нены условию  (20 ). К вадратуру для определения а с помощ ью равен
ства (21) мож но записать в виде

da

<4)
(22)

~\f (a ?— a2) (a2

Чтобы привести интеграл к нормальному виду, произведем замену 

a =  аг V 1 pi sin2 ф.
Тогда уравнение (21) можно пе
реписать так:

j? dqp
J ~ у 1 _  .2  (т —  т0),
о

где

л А
<t оС

р2 sin2 ф

о1 =  —  е*а1,

а модуль pj определяется 
мулой

X2

Рис. 1 . а — случай 1 с ф > х 2 sin2 Q o, б — случай 
=x2 sin2Q o, в— случай 3 а2<  х 2 sin2Qo2 ао :

фор-

Р? =
a2 -rf- х 2 cos2 й 0

i i

0,8 -А\\

0,2

К
~1Г
*

~7~Т'

/ / >
/

\ /

\ v r //
30 60 90 120 150 180Яп

Величина модуля pi зависит 
главным образом  от большой ’ 
полуоси спутника, которая 
входит в х 2. .Для близких спут
ников pi —  малая величина по
рядка е, т. е. p f ~ l O -3 . Для 
более далеких спутников вели
чина pi увеличивается. В пре
деле при pi =  1 получим слу
чай 2. Итак, для близких спут
ников модуль р! мал. Величи
на а будет колебаться между 
некоторыми величинами ai и
а2, определяемыми формулами (18 ), причем область либрации а  будет 
довольно узкой и зависит от начального наклона орбиты к плоскости 
экватора, начальной разности долгот восходящ их узлов Луны (или 
Солнца) и спутника и от расстояния спутника от поверхности Земли. 
П ериод колебаний а очень большой.

Рис. 2. График зависимости р% от йо 1 — ]а2 =
,2=  4 -10 -6 , 2 ~  а* =  2 -10-6х2 ло

4 ~ а п
3 — а  ̂=  Ю-б
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Интегрируя уравнение (9) для определения элемента Q, получим

~  =  J _  ф _|_ Й0 при t'o <  90°

I +  Ф +-Q 0 при i0> 9 0 ° .

Таким образом , величина Q, которая при 8 =  0 и а = 0  обращ ается в 
разность долгот восходящ их узлов Луны (или Солнца) и спутника, 
зависит от промежуточной переменной ф вековым образом , причем при 
прямом движении спутника, т. е. при го< 9 0 °, движение узла обратное, 
при обратном движении спутника (г*о>90°) движение узла прямое. 
Линия узлов будет соверш ать один полный оборот  за время порядка 
10 000 оборотов спутника.

Полож ение перигея орбиты такж е будет меняться вековым обр а 
зом, однако кроме векового изменения линия апсид будет соверш ать 
еще и колебания долгого периода. Вековое неравенство содерж ит часть, 
обусловленную сжатием Земли и асимметрией ее полушарий, а такж е 
часть от влияния Луны и Солнца.

Случай 2. П усть ao2=>c2sin2Qo. Тогда многочлен f ( а) будет иметь 
два действительных и отличных от нуля и два нулевых корня. В этом 
случае многочлен f  (а ) мож но представить в виде

/ ( а )  =  а2 (а| —  а 2).

Функция / ( а )  будет положительной при условии, что — a i < a < a i .  
Квадратура (19) для определения а после замены a = a iC os%  примет 
вид

Г — = а 2 (т — т0),
J  cos %о

где
3  2 а2 =  —  е2х.

Элемент Q определяется формулой

Q =  I ~ +  если <  90°’
| +0С +  ^о> если * о > 9 0 ° .

В ообщ е говоря, случай 2 является предельным для случая 1, если 
положить pi =  l. П оэтом у для него справедливы полученные ранее ф ор
мулы для а и Q, если в них положить pi =  l.

Случай 3. П усть
0 < a o < x 2 sin2 Q0. (23)

Тогда уравнение f { a ) = 0  будет иметь два действительных и два 
мнимых корня. Многочлен / ( а )  в этом  случае будет иметь вид

f  (a) == (af —  a2) (a2 +  q2),

где <72 =  —  a\ — y? sin2 Q0 —  ao—  положительная величина. Многочлен /  (a) 
будет положительным при a3 <  a <  ax.

Решение уравнения (19) для а имеет вид

a =  аг cos -ф,
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где я|з связана с переменной т соотношением

] / 1  —  р| sin2 г|)

Здесь коэффициент а2 и модуль р2 определяется формулами

3 2 И0 , 2 О° 2  — —  е2х, р2 =  —  +  cos2 Q0.2 у.1

М одуль р2 при условии (23) всегда меньше единицы, однако при 
различных значениях й 0 он м ож ет принимать лю бы е значения от О 
до  1. На рис. 2 представлен график зависимости квадрата модуля р|
от величины й 0 для различных значений наклонов, удовлетворяющ их 
условию (23 ). График дан для спутника с большой полуосью  6600 км. 
Тем значениям ао, которые представлены на графике, соответствую т 
отклонения наклона от 90° на 10' в ту и другую  сторону. Следователь
но, для спутников с большими полуосями до 10 000 км (случай 3) по
падают те из них, для которых наклон заключен в пределах 89°,8<0'o<0 
<90°,2 .

Наклон орбиты в случае 3 будет колебаться вокруг значения 90°, 
долгота восходящ его узла при непрерывно изменяющ емся ij) будет ко
лебаться вокруг значений 90 и 270°, причем амплитуда колебаний за
висит от величины модуля рг. При малом р2 амплитуда колебаний 
мала. В пределе при р г=  1 получим случай 2.

П о л я р н а я  о р б и т а .  Если начальный наклон орбиты к плоско
сти экватора равен 90°, то при произвольном й 0 возмущения от Луны и 
Солнца будут влиять таким образом , что наклон орбиты будет коле
баться около значения 90°. Однако если начальные долготы  восходя
щих узлов Луны и спутника разнятся на 90 или 270°, то влияние Луны 
(или Солнца) при учете только критических членов в дальнейшем не 
изменит этой орбиты, и она остается полярной во все время движения.

Так как этот случай соответствует плоской задаче, то промеж уточ
ная орбита для нее упрощ ается и имеет вид, приведенный в работе [5].

Основные формулы, описывающ ие движение во всех трех указан
ных случаях, будут приведены в следующ ей статье.
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