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ВЛИЯНИЕ ЗОНАЛЬНЫХ ГАРМОНИК НА ДВИЖ ЕНИЕ  
ПЯТОГО СПУТНИКА ЮПИТЕРА

И сследуется влияние первых шести зональных гармоник разложения силовой 
функции притяжения Ю питера в ряд по полиномам Лежандра на движение пятого 
спутника Юпитера.

В качестве промежуточной орбиты спутника принята орбита задачи двух непо­
движных центров. Такая промежуточная орбита включает возмущения, обусловленные 
второй и третьей зональными гармониками. щ

В настоящей работе рассматривается движение 5-го спутника Ю пи­
тера. Э тот спутник движется по почти круговой орбите близко от плос­
кости экватора на расстоянии 2,56 экваториальных радиусов Ю питера 
от  центра планеты. Благодаря своей близости к Ю питеру, обладаю щ ему 
большим сжатием (оно у Ю питера 'равно Vis), 5-й спутник имеет наи­
больш ее возмущ ающ ее воздействие от сжатия планеты.

В качестве промежуточной орбиты спутника примем орбиту, осн о­
ванную на задаче двух неподвижных центров. Эта орбита обладает тем 
преимущ еством по сравнению с кеилеровоким эллипсом, что она уж е со ­
держ ит наиболее существенные возмущения, а именно возмущения от  
второй, третьей и частично четвертой зональных гармоник.

П усть O x y z —  прямоугольная система координат, начало которой 
находится в центре масс Ю питера, а ось Oz  направлена вдоль его оси 
вращения в северный полюс. Если ограничиться только зональными 
гармониками, разложение силовой функции притяжения Ю питера в ряд 
по полиномам Лежандра имеет вид

к—2

некоторые постоян- 

полином Лежандра

где f  — постоянная тяготения, m — масса планеты, Ik —  

ные, г0 —  экваториальный радиус планеты, Pk —

k-то порядка, г —  радиус-вектор спутника.
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Разложение силовой функции притяжения двух неподвижных центров 
с  массами — (1 +  ter) и ( 1 — io), расположенных на оси Oz на расстоя­

нии 2 ic друг от друга, имеет аналогичную формулу

' (2>
k = 2  0

где i ~ У  —  1 и

■V* =  У  <* (1+«*)[(<>-и у -1 -  (о -0*-Ч . (3)

а постоянные с ист будем определять из следующ их равенств:

Ъ  _  /  Уз _  г /л\
л  2» гз —  у з- W
го го

При условиях (4) выражение (2) представляет собой силовую  
функцию промежуточной орбиты спутника. Возмущ аю щ ая функция
нашей задачи о влиянии зональных гармоник на движение спутника 
равна разности функций (1) и (2) при условиях (4)

5  =  i r S 7* ( f - ) ' P* ( f >  (5)
k= 4

где

Л  = 4 - ^ .  (6)
г0

В работе (Кирюш енков, 1969)1 даны формулы, выраж ающ ие зави­
симость прямоугольных координат спутника от элементов

а, X, q, k, и, v, (7)

для случая, когда величины q и k, которые имеют порядок величины
эксцентриситета орбиты спутника, и величины и и v, которые имеют по­
рядок наклонности, являются малыми величинами. Для промеж уточного 
движения, когда возмущ ающ ая функция (5) равна нулю, элементы (7) 
связаны со временем следующим образом :

а, =.-• cLq, X — tii (t А>) ~Ь о̂>

q ^  e c o s [ n 2(t —  tQ) -\-л0], k =  esin [я2 (t —  /0) -j- я0], (8)

и =  s co s  [n3 (t —  Q  + А 0], v =  s s in [« 3 (̂  —  f0) + / г 0],

где а0, %0, е, s, л0 и h0 —  произвольные постоянные, а пх, пг, п3 имеют
вид

=  j +  А 8202 ^ g2g2 _  A 82S5
c?U 1 2 ' 2 2

1 В. H. К и р ю ш е н к о в .  «Сообщ ения ГАИ Ш », №  164, 1969.
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l/f/U 2П3

2
I M !  I _  JL  8? +  —1  e4 _  JL E202 _j_ A  g2s2j 

a 3/ 2 1 2 8 2 4 J ’

где

a (1 —  e2)

Если возмущ аю щ ая функция не равна нулю, элементы (7) явля­
ются неизвестными функциями, которые мы будем определять из си­
стемы дифференциальных уравнений (Кирюш енков, 1969). Сохранив в 
коэффициентах при производных от возмущ ающ ей функции только чле­
ны, линеййые относительно q, к,ли и v, имеем следую щ ую  систему диф­
ференциальных уравнений:

=  ( /m a )- ‘/*2a (1 Зе3)
dt дХ

dq
dt

dk

dt

du

И Г

dv

dt

- = nx +  (/та)-1/2 Г— 2а (1 + Зе2) q +
{_ да 2 dq

+ т Ч г + т “ 1 г + т ^ ] >  м

=  - п Л  +  ( / т а ) - / .  - 1  f  | L _ (1  +  А е » )  £ ] ,

=  _ Пз11 +  ( / т а ) - / . [ — L u - | —  ( 1 - } 8> ) | ] ,

. =  «,« +  (/ma)-v. [ _  -L0 Ж  +  (1 _  J.

В дайной работе ограничимся рассмотрением трех первых членов 
возмущ ающ ей функции (5 ), которые запишем в виде

я ^ К т Г Ч т Н Ч ^ Ч ^ + Ч ^ Ч т ) ] -  <п>
где

h  =  h  fV =  h  ( - Ь -  Y ,  Рб =  / .  ( ^ У . (12)

^(f)=T[3- 30(t)2+35(t ) l
Р5(т) = т [ 1бт - 70(^ ) ,+63(тЛ'

( т )  =  [ - 5 + 105 ( т У  - 315 ( г ) ‘ + 231 ( т ) ‘ ]  •

В се последующ ие выкладки будем делать с той степенью точности, 
которая позволит нам в производных от  возмущ ающ ей функции по эле­
ментам сохранить лишь члены линейные относительно малых величин 
е2, q ,k ,  u t a v .
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На основе работы (Кирюш енков, 1969), имея в виду только что 
сделанное замечание, нетрудно выразить возмущ аю щ ую  функцию (11) 
через элементы (7)

-------- А 82 +  Л  +
а У ч  8 16 8 8 8 8

-J- /  - A  q ----- е%q 4- ecriA cos X - f  к -е2&------ — sin X +
\ 8 16 8 } \ 8 16 8 j

+  (_1!L «г _  _  Л  у2 +  J5_ м2 \ cQs _|_ / J5_ k +  щЛ sin2X,l +
\ 4 4 8 8 /  \  2 4 /  J

, о Г 15 , 15 , /  15 , 1 5  , 105 о \ * .+ Рб —  ки--- + f-------- — v -\г —  eoq + —̂ - e2v J cos X +

-j- ( -Щ-и  +  ea k ------е2и 'j sin % +  f ------------— ku — qv\cos2A, +
\ 8 8 16 j ' ~ \ 2 2 J

-\ -^ -^ -q u -----kv^ sin 2X j  -j- (13)

+  p6 r _ _ L  +  J L  82 _  J O L  ^  _  J ° L . *  +  J L ^  +
L 16 32 32 32 32 32

. /  35 . 315 о 35 \ » |- И ---------oH---------- e2q---------- еагмсовлЧ-
^  V 1 6 -  32 16 J
, /  35 , , 315 о/ t 35 \ , « ,4- ( ---------k H---------- e2& -------- eau ) sin X +

V 16 32 16 J  .. .
. /  175 ,  . 175 . 105 2 105 -\  .4- ( ----------- <з2 н-----------k2 4---------- у ----- m2 ) cos 2X +

V 32 32 32 32 J

+ (—

Производные от возмущающей функции по элементам имеют следую ­
щий вид:



+  [ - J -  М +  - J -  м -

+
15

а/?
дк
105

=-£Ч-т-М +a  4

15
М

sln 2 X j- ,

105

16 

+  [ -

16

35 , 315

Pe  ̂~ь

32
ea )р6 sink +■

“ {М3----- —  Рьи Н— Pe^J cos 2^ +

sin 2А. j  ,

—  =  - & Ц —  —  Р , И + —  p sA H — —
ди а \  4 4 4 Гб 16 Рбм +

[~Т"8аР‘+С
15 105

16
3)  Р5 +  -Ц - eaPgJsira-l-

+  [ ^4~ —  Т ~  ^  — ^7“  Р«а] 008 +

+  [ -^ -р 4 »  +  -^-р5<7------ ^ - P et»Jsin2X,|.,

//И Г 15 о 15 а , 105 о ,
=  1 ’— г №  — +  ~7Г~а Л 4 4 16

+  [ i H i 4 + ( _ ^  +  J ^ e. ) p s _ J 5 . eopl

dR

dv

cosX  +

+  [ — f - M — f-A ?  + m ] cos2>. +

: I M
15 h k -

16

105 P6a j  sin 2^| ,
2 16

Подставив полученные производные в уравнения (10), имеем 

da /  fm Y /г
dt

dX
dt

=  ( -  V a

+

, (M )1/:

15 о | 15 q , 35

— rPrf +  T  fcp +  T
sin X -j-

(14)

3/2

+ [ 

+  [ -

15
4

P 4Й-

15

375

еа I P4
( -

35 105
16 !) p . +

<iq
d t

=  —  n%k -f-

315 

16

315
16 ' "  16

(/m)1/2

16

375

- P5̂ - 

h u ~

1015
32

1015
32

P6<7 J cos Я +  

P6&J sinAj , (15)

7 г
[ -

15 й и 15 «  „  i 1°5—  P ^ -----—  Рб“  +  — -4 4 16
Pê  +

+
15 . 35 Pe)  sin >,1,
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£ .  „  _  % 0 + [ ^  f c 0 + _ £ .  Ps?_  _ £ _  Ps0+ ( - 1 -  ps) c o s . ] , (16)

- f -  = n»“ + - i $ r - [ — r P4“  +  J r  Р ^ + - ^ - ( ,*“ + ( - у - Р . ) « 1 п * . ] .

Систему дифференциальных уравнений (14) —  (16) будем решать 
методом ■последовательных приближений, причем в данной работе мы 
ограничимся решением уравнений в первом приближении.

В качестве нулевого приближения примем формулы (8 ), описы ваю­
щие промеж уточное движение. Уравнения для первого приближения по­
лучим, когда в правые части дифференциальных уравнений (14) и (15) 
подставим нулевое приближение для всех элементов, а в уравнения (16) 
подставим нулевое .приближение лишь для элементов а и Я.

Исключение составляет член п\ в уравнении (15 ), так  как его нужно 
вычислять, имея уж е решение в первом приближении дифференциаль­
ного уравнения (14).

Решая в первом приближении последовательно уравнение (14 ), а 
затем (15 ), имеем

а =  а0 +  Р4 —  - у  -Ре) e cos  [(«1 —  пг) (t — 10) + г 0 —  п0] +

+  P5ssin [(% —  гц) (t —  *0) +  К  —  h0],
4

% =  Я0 +  —  Г 1 -|- —  в 2о2 +  —  е2е2 — e2s2 +
0 4 2 2 2 -О ^

+  ( - 7 — Р * * )  "• +  ( - ! - +  J l - ' > ]

(17)
it — 10) +

+ ^ 6̂) е sin ^  — V ~  ̂  +

285 P5S COS [(%  —  Я,) [t —  t0) +  к  —  ho),
16

где ао и Xo являются произвольными постоянными.
Дифференциальные уравнения первого приближения, которые полу­

чаются из уравнений (16 ), представляют собой систему неоднородных 
линейных уравнений с постоянными коэффициентами

- f  Ak +  Bu =  D  sin [nx (t —  t0) +  h i  (18)
dt

------Aq - f  Bv =  —  D  cos [%  (t —> t0) +  X0],
at

+  Cv —  Bq =  £ c o s  [nx (t —  t0) +
dt

— ------C u —  £& =  £  sin [ « x (£—  А)) +  Я0],
dt
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где постоянные Л, В, С, D  и Е  определяются равенствами

Л _ д , (М )7 '  /  16 В 105 а  V
■ ' , *  +  av2 {  4 h  16 PeJ,

О (/m)1/z 15 ft
— 3/« л “ 5»а /2 4О

/> „  , ( / « ) Vi /  15 д , 105 «  ^ / im
С =  ” 3 + " ^ " ( ----------------+  <: *

г» ( М 1'2 /  15 »  , 35 И
°  =  — ( , - ^ - Р *  +  т ^ « >

17   (//тг) 2̂ 15 о
а*'* 8о

О бщ ее решение дифференциальных уравнений (18) определяется 
следующими ф ормулами:

JFJ
<7 == е cos [Л (i —  о̂) +  я0] +  s — — —  sin [С (t —  4 )  +  /*0] -г-

/I О

; ' —  —  COS [rtt (^ —  f 0)  +  Я0],
Щ

k  =  е sin [ Л (̂  — i 0) +  it0] —  s -------- —  cos [С (t —  /0) +  K\ —
А С

— — sin[%(/ —/0) +  Я0]г (20)tlj ^

а =  s cos |С (* — *0) 4  Л«] +  е - Б sin [ A (t — t0) 4- я0] 4-
' " ^  ■“ * С

-)--------sin [пг (t —  t0) +  U ]
ni

Вv — s sin [С (t — 10) +  h0]  —  e --------—  cos [A (t — t0) 4 - jt0] —
A — С

E—  —  cos [nt (t — 10) 4 - Я0] ,
■ . - ; ■ | П1

где e, s, jto и h0 являются произвольными постоянными. Первые два сл а ­
гаемых в каждой формуле (20) являются общ им решением однородной 
системы дифференциальных уравнений, которая получается из системы 
(18) яри D = E = 0, а третьи слагаемые представляют собой  частное ре­
шение неоднородной системы (18 ).

Таким образом , поставленная задача о влиянии зональных гарм о­
ник, до ш естой включительно, на движение 5-го спутника Ю питера ре­
шена. Полученные формулы (17) и (20) учитывают полностью воздей­
ствие на спутник второй и третьей зональных гармоник и включает наи­
более влиятельные члены, обусловленные возмущ ающ им воздействием 
четвертой, пятой и шестой гармоник, Эти формулы даю т зависимость 
элементов движения спутника от  времени й шести произвольных посто­
янных ао, Яо, е, s, яо и h0.
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Произвольные постоянные можно определить лишь из сравнения 
полученных теоретических формул с наблюдениями рассматриваемого 
спутника. Автор предполагает в дальнейшем сделать это.

В заклю чение. заметим, что для 5,-го спутника постоянные е и 
■sCVioo, что в определенной степени оправдывает те упрощения, которые 
мы здесь делаем.

Поступила в редакцию
3.6 1968 г.
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