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НЕКОТОРЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О СТРУКТУРЕ  
ГРАВИТИРУЮЩИХ СИСТЕМ С ЭЛЛИПСОИДНЫМ  

РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ СКОРОСТЕЙ

В работе найдены два новых решения задачи о распределении плотности в гра
витирующих системах частиц с  осевой симметрией, учитывающие эллипсоидальность 
функции распределения по скоростям. Приведены формулы, позволяющие по данным 
наблюдений определить параметры оартовского вращения: «второй температуры» к  и 
угловой скорости вращения соо- На основании интегрального уравнения состояния 
Власова определены эффективные радиусы полученных цилиндрических образований.

При статистическом описании систем гравитирующих частиц с по
мощ ью шестимерных функций распределения вопрос о стационарном 
распределении потенциала и плотности в случае ньютоновского взаимо
действия сводится к решению нелинейного уравнения [1— 2]

Дф +  %р (г) f  =  О, (1) или A In v - f  == A In р(г ) ,  (Г )

m х 7 т г „  р ( г )  ,  —сгде ф = -------- V, V (г) — гравитационныи потенциал, v =  J-± -L, р (г)— плот-
0 р°

ность частиц, k =  4jiG =  ар0, 0, р0 — произвольные постоянные,
0

G —  гравитационная постоянная. Коэффициент р (г) учитывает характер 
отклонения функции распределения от Максвелл —  Больцмановского рас
пределения. Для систем с  осевой (ротационной) симметрией, описываемых 
оортовской функцией распределения (в цилиндрической системе координат), 
запишем 11]

_]_

Р 0 )  =  (1 +  Hi?2) 2 ехр , (2)

тт * 1 д  д  \ , д* m 9оператор Лапласа есть А =  ( Я  —  J +  — , И- =  —  ©g; и и

о)0 —  произвольные постоянные, по отношению к которым функция рас
пределения удовлетворяет условию статистической независимости [2]. 
Они характеризуют неоднородность температуры (эллипсоидальность) и 
скорость вращения соответственно.

96



О бщ ее решение уравнения (1) с коэффициентом (2) для произ^ 
вольных и и ц  неизвестно [3]. М ож но рассмотреть частные случаи, зада
вая определенные значения х или ц или связь меж ду ними.

Точные решения известны лишь в простейших случаях:

1 )р (г )  =  1, (х =  О, ух —- 0); 2) р (г )  =  е х р - ^ - а ^ 2,- (х = 0 ,  \ьф0).

Решения для первого случая, зависящие от одной переменной z или R 
(диск и вол окн о), рассматривались Власовым [1], второй случай соот
ветствует" твердотельному вращению с равномерным распределением 
плотности [4]. Эти решения даю т осесимметричное распределение потен
циала и плотности частиц при сферическом распределении остаточных 
скоростей (х =  0 ). В этом  сообщении получены точные решения урав
нения (il) для более сложных случаев, когда

т. е. для собственно эллипсоидального распределения скоростей ( х ^ О ) .

§ 1. Система частиц с осевой симметрией при двух температурах
без вращения

Уравнение для относительной плотности имеет вид

Частное решение легко получить, если обратить внимание на то, что 
подлогарифмическая функция правой части

гдё v0 —  решение уравнения (Г )  для p(R) =  1, содержащее одну произ
вольную постоянную х, которая является параметром искомого уравне-

2 ’ 1 -f  ’
5

A In v -f- Xv =  A In (1 +  xi?2) 2 (3)

ния (3). Тогда A In v +  =  —  A In v0 и, полагая v =  cv0, получим

—  A In 4- hcv0 =  0, т. e. с =  — . Таким образом, v =  . --------- --------4 o o 4 v % (l-irxi?2)2
будет частным решением уравнения (3). Потенциал

Ф =  —  In (1 +  х ^ 2) +  In

Учитывая граничные условия на оси, получим - г -  =  -Р(0Ц  т. е.
К РоРо

(4)

Условие нормировки т j  р (R) 2 iiRdR =  mN0 =  М  (где N 0
(оо)

7 ВМУ № 2, физика, астрономия

—  число
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частиц на единицу длины цилиндра) дает N 0 =  , т. е.
а

GmM 3 /г\
” Т  ,5)

GmM .соотношение, аналогичное условию разрешимости Власова ------ -- =  1 в

случае p (R )  — 1. Рассматривая найденное решение уравнения (3) и реше
ние для p(R ) =  1 как два состояния одной и той ж е системы с одина-

3 0„  20о 4
ковым iVfl, п ол у ч и м -------—  = ------- , т. е. 0Х =  —  0О. Это состояние яв-

* 2 Cm2 Gm2 3 0
ляется более «горячим» и переход в него не совершается непрерывно.
При одинаковых условиях на оси распределение плотности останется
прежним.

Формулы (4) и (5) дают возможность эмпирически определить постоян
ную «второй температуры» % и массу системы на единицу длины цилиндра
М, зная дисперсию частиц по скоростям ^ и плотность среды т р  (0),

Власов ввел понятие интегрального уравнения состояния, полагая N {) == 
=- р (0) яИЦф [ 1 —  2], которое дает возможность найти определенный таким
образом эффективный радиус цилиндра / R3(b =  —--— Л . Задавая—  - ~

\ у х  /  т
~  5 - 1014 см?-сек~2', тр (0 )~  3 - 10~23 г-сж -3 , получим х  == 8,36• 10~45 см~2: 
Яэф^ 3 ,6 к /к \

§ 2. Система частиц с осевой симметрией при двух температурах
с вращением

В общ ем  случае следует решить уравнение

Аср -j- X (1 +  kR2')—1/* ехр г -.^ —  =  0

или
I - fx t f2

Д1ПУ +  Я.У +  — +4>1- - -----^ ------=0. (6)(1 +  «««)* (1 + х /р )»  ' '

Производя подстановку v =  //(1  +  xR 2)n, получим

A i n f + x — t ---------------------- -------------------------------------------------- & —  =  0. (ба)
( I + x R 1)» (1 +  ( l + x f ? ) ! (1 +  XRJ)3 '

He трудно усмотреть, что f  =  const = , с будет решением этого урав
нения при п = 3  в случае выполнения соотношения —  12х - f  2х +  4ja = 0 ;
т. е. {г — —  х. Для определения С запишем Хс ~  8р.; с ~  ~ ~  =  20к •

2 r r X X
значит, v =  . ------------------- {А) будет точным решением уравнения (6)

X (1 +  х/?2)3
при |а =  х . Потенциал

5 1 /1 , г«\ 5 I 2 0 хф =  _ т 1 „ ( 1 + х ^  _ _ _ _ _ _  +
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Учитывая условия на оси, получим

=  т е. Х =  ± я а - ^ М . 1 "  (7)
I  Р„ 5  и '

=  яД^р(О) (8)
Г  20

Квадрат угловой скорости вращения на оси в этом  .случае в два
раза меньше такового для твердотельного вращения при p = c o n s t = p ( 0 ) ,
т. е. : :

=  nGmp (0) -  - у -  . (9)

Интегральное уравнение состояния дает

=  1 4,1 <Ш)
Рассматривая полученное решение как состояние системы с прежним 
числом частиц N0 на единицу длины цилиндра, получим

0ц =  -g- 0О ^Условие разрешимости здесь .

Это состояние будет менее «горячим» и при одинаковых условиях на оси

уу. =  y  ; =
{

Задавая прежние значения дисперсии и плотности на оси цилиндра* 
по формулам (7, 9, 10) получим

к =  2 ,5 Ь  10-45 см~2; (о0 =  2 ,4 5 -10~15 сек-1; Яэф =  4,7 кпс.

Из наблюдений для Галактики х  =  2,49* 10~45 см~2; юо =  2 ,36 -10~ 15 сек~г. 
Для системы частиц, описываемой распределением (А ) , можно ввести 
другоё определение эффективного радиуса. В этом случае сущ ествует 
конечный момент инерции единицы длины цилиндра

00

/  =  f  mR*p (R) 2nRdR =  т . —  == mN0 • —
J а к к
о . .

Момент инерции единицы длины однородного цилиндра радиуса R
ра /  2

равен I  =  mN0 ------; приравнивая эти выражения, получим /?эф =  1 /  ------ .
2 у ус_

При таком определении N 0 =  p3$itR3% и рэф — - ~ р  (0); 7?эф =  2 # эф. Урав

нение (6а) имеет еще одно специальное решение при п =  3, /  = ----- R2
К

будет решением при условии, что —  8|Л —  12х +  2х +  4}л =  0, т. е. fx =
= ------— и. Тогда

2 .

2 0 * w  . ф ^  =  _  j _  1п ^  +  +  А  ------- j. in 2 ( w
(1 - f  xR^f 2 4 2 1 -^xR2 X
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Однако оно не может быть приложено к рассматриваемой задаче, так 
как и, >  0, а при х < "  0 оно теряет смысл для R2 > ------ — . Тем не менее,

И
являясь точным решением уравнения

Лф + 1 (1 +  х7?3)—V, ехр А  еЧ> =  О,

оно представляет самостоятельный интерес.
Полученные распределения1, являющиеся бесконечными цилиндра

ми, ограниченными по радиусу (в смысле р—>-0, R ^ -o o ) ,  наряду со  слу
чаем p ( R ) — { удовлетворяю т теореме о вириале в применении к едини
це длины цилиндра в форме

j  р (R) 2nRdR  —  J  (Я) 2nRdR  == О,
(*>) (а>)

— средняя квадратичная скорость частиц в направлении, перпенди
кулярном оси цилиндра. При этом  кинетическая энергия движения в на
правлении, перпендикулярном оси цилиндра, приходящ аяся на единицу 
длины, зависит от  0 и A/0 таким образом , что, учтя однозначную связь 
меж ду 0 и No, для всех трех случаев, включая р (/? )  =  1, получим

GMZ

В ы раж аю  глубокую  благодарность проф. А. А. В ласову за пред
лож енную тему и обсуж дение решений.
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1 Приведенные оценки для двухтемпературной системы с вращением при аппрок
симации полученного распределения на Галактику следует рассматривать как подтвер
ждение значения центральной плотности тпр(0) [4] и уточнение радиальной дисперсии

по известным из наблюдений значениям % и соо.е)


