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ИССЛЕДОВАНИЕ АВТОВРАЩ АТЕЛЬНЫХ ДВИЖ ЕНИЙ  
НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ, СВОБОДЫ, 

БЛИЗКИХ К КОНСЕРВАТИВНЫМ

Н а основе знакооиределевной периодической фазовой траектории строятся возм у
щенные вращательные решения и исследуется их устойчивость по Ляпунову.

Исследование фазовых траекторий. В работе [1] указаны достаточ
ные условия сущ ествования и орбитальной устойчивости точного вра
щ ательного решения возмущ енного уравнения вида

х +  Q (х) =  sq (х, х; в), (1)
где е ^ О  —  малый параметр, х — одномерная вещественная координата,
x = = d x jd t , (— оо, оо) — независимая переменная. Отметим, что асимп
тотически аналогичные вращательные и колебательные системы рас
сматривались в [2, 3] и др.

На фазовой плоскости автономное уравнение (1) можно записать 
в ф орке, не содерж ащ ей независимую переменную t :

Л .  = _  « М . + _ £ . , ( * ,  у ; е), (2)
ах У У

где у  ¥=х, \х | •<; оо. Решения этого уравнения называют траекториями в 
фазовом пространстве RW или фазовыми траекториями.

Н аряду с основным, возмущенным уравнением; (2) будем: также 
рассматривать порож даю щ ее: dy0/dx =  — Я(х)/Уо, решение которого —  
невозмущенная фазовая траектория, отвечающ ая вращ ательному режи
му, лёгко находится: у о = у о (х ,  Е0) =  ±<(21Е0— U (x ) ] )V 2, где Е 0 —  постоян
ная «невозмущ енной энергии» удовлетворяет условию E 0> U  для всех 
вещественных х. Функции Q и q предполагаются равномерно периодиче
скими по х с постоянным периодом 2я, причем Q имеет нулевое среднее. 
Очевйдно, фазовую  траекторию м ож но построить при выполнении тре
бования лишь непрерывности функции Q (x ) .

Ч асто бывает удобнее и проще исследовать поведение возмущенной 
фазовой траектории, если трудно получить решение порож даю щ его 
уравнения (1) в явном виде. В частности, вопрос устойчивости, стацио
нарного вращ ательного решения, вычисление возмущ енного периода и

О —  ГУОУ
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прерывна и периодична по аргу 
ним значением на этом  промеж

амплитуд скорости могут 'быть решены исследованием периодической 
фазовой траектории.

Будем строить периодическое решение уравнения (2) при следую 
щих предположениях относительно функций Q и q: 1) функция Q не-

менту х  с периодом 2я и нулевым сред- 
утке; 2) функция q непрерывна и равно

мерно периодична по х  с  периодом 2я, причем по у  и е она допускает 
частные производные, удовлетворяющ ие условиям Лифшица с независя
щими от  х  постоянными.*

Далее, если Ео —  вещественный корень уравнения
2л

L  (£„) =  j  <7 ((*. Уо (*> £ о ) ;  0) dx =  0, (3)

удовлетворяющий условиям:

1. Ео >  шах V  (*) +  а (*£  [0, 2л]; а > 0 ) ,  (4)

2. dL/dE*0 =£0,  | (5)
т о  справедлива следующая т е о р е м а :  если выполняются условия

1 и 2 для вещ ественного корня -Ео» а функции Q и q удовлетворяют 
перечисленным выше требованиям периодичности и гладкости, то сущ е
ствует при достаточно м а л ы х ! значениях е единственная в известном 
смысле периодическая фазовая траектория у = у { х ,  Е о, е ) , принадлежа
щая области G определения! уравнения (2) и обращ аю щ аяся в
Уо= ±  (2 '[£ о —- £ / ( * ) ] ) 1/2при е =  0|. Эта возмущенная фазовая траектория
асимптотически устойчива для х ^ х °  при условии dL/dEQ< i 0 и неустой
чива, если имеет место протийоп|оложное неравенство.

Д окаж ем утверждения тебремы. П олагая У=Уо{х, £ о )+ е У , где 
Y —  периодическая периода 2л; неизвестная функция, уравнения (2) 
мож но привести к виду .

dY. _  Q у
dx „2 У о

Яо (х > Уо)
Уо

~Ь

-Не _  -Q—Y 2
Уо

(Я̂ о
Y

Уо
Яо

Уо

- ^ +  <!>(*, Y;  е)
Уо

(6)

где Ф (х , Y\ е) — известная достаточно гладкая функция в некоторой 
области  g  переменной Y и s € [0 , ео] равномерно относительно всех ве
щественных х, причем Ф (х, Y, 0 ) = 0 .  Решение уравнения (6) будем 
искать последовательными приближениями. Н улевое по е приближение 
периодического решения определим из уравнения

dYf Q (х) у  __ др (х , у0)

уЪ ° У*dx

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 

: i!i du Q(x)
dx У2о

u =  0, (8)

частное периодическое решение 
нение; сопряж енное (8 ) :  du*/dx 
периодическое решение ;вида и4

которого запишем так: и — 1/у'о. Урав- 
+  Q {х)  ti*7yo2 == 0 —  тож е имеет частное 
Уо, причем ии* =  1.
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Условие сущ ествования периодического решения у неоднородного 
уравнения (7) имеет вид

2 я  2 Я

I  9о' ^Cy~)dX = 1 ^ ° У о == 0О о

и совпадает с (3 ). П усть теперь Ео — вещественный корень этого урав
нения; удовлетворяющ ий условию 1. Тогда полное периодическое реше
ние имеет вид

: X
Ко == М 0и -f- и  ̂<70 • (~ у ~  ̂  dx1 : М 0и 4- У о,

где Мо —  пока произвольная постоянная, которой надо распорядиться 
так, 4тобы следующ ее приближение получилось такж е периодическим. 
Его определим из следующ его уравнения:

У3о Уо у1

(?е)о \ 

У о

Аналогично предыдущ ему получим:

Н =  MlU +  Yl +  -±-  f  j -  ГI +  Г Qo 
Уо J

Ко “Ь Ы о

Услойие периодичности Yi является определяющим уравнением для М 0> 
из которого находим

2ж , х

м *0 = = : ~  { - ~ г У  У \ ~ У ~  1  q°dXl +  ^ ° ] dx'О о

конечно, если Е о удовлетворяет условию 2 теоремы. Далее, произволь
ной пока постоянной М\ надо распорядиться так, чтобы второе прибли
жение оказалось периодическим.

В торое и последующ ие приближения Y будем определять по общей 
схеме:

d y  j______Q (х) у  __ %  _[_ g I _  Q (х) у 2 ^

dx г/Q 1 Уо I °Уо

Ш о <7о

Уо Уо
Y ^ i  +

(<7е)о
Уо

Yi—i, е)1. (г >  2).

П ериодическое решение каж дого уравнения при фиксированном i опре
делен^» с точностью до M{U, где постоянная М { определяется из условия 
периодичности Yi+ь т. е. из соотношения вида

2л ,

Fi+i (М(, Ео, е) = М £ - — Н Г  | (<7г/)оК/ +  (^ е ) о  +  Ф  (* >  Yt; е )  +
dE0 [



* \то по теореме о  неявных функциях сущ ествует решение М {(Е о , е) 
этого уравнения при е достаточно м алом.и такое, что М г(Е о, 0) = М о -  
Практически эти корни ( i ^ } 1) можно находить приближенно с помощ ью 
обычных итераций.

Таким образом , задачу построения периодической ф азовой траекто
рии, удовлетворяющ ей уравнению (2 ), мож но считать решенной, так как 
уравнение (6) является частным случаем системы, для которой в [4] 
соответствую щ ее обоснование проведено детально.

И сследуем устойчивость ;по Л япунову периодического решения 
у  (х, E q, е ) . Из уравнения в вариациях в ф орме П ункаре

dx у% у  ду  у2

получим

о

У ( 0 , Е * 0 , г )=  с
у { х ,  Е0 , е)

Отсюда очевидно, что £ - »  0 при; х - > о о ,  если 11 (х +  2я)/| (t )  | <  1. Итак,
2я

dxвозможны случаи: 1) Г ( -^ -Л  — ^  0 —  тогда имеет место асимптотичес
J \ дУ Jo Ua о

2я

кая устойчивость фазовой траектории для х ^ х ° ;  2) случай
'0о 

dxX ----- =  0 исключается условием (5) теоремы и требует дополнительного
Уо ;

исследования, которое, как правило, приводит к кратным корням Е 0 или
вращениям высших степеней (см. 

В результате утверждения
[!])•

теоремы можно считать доказанными. 
З а м е ч а н и е  1. П ериодическую ф азовую  траекторию можно опре

делить такж е из неявного соотношения

— ■ + U ( x )  = ^ Е +  е ^ q ( x v  х; e )d x v  (9)

0
где Е  —  некоторая постоянная, обращ аю щ аяся в Е 0 при е —0. Это инте
гральное уравнение относительно х  вместе с условием периодичности



q(x , x\ z )d x  =  0, выражающим требование равенства нулю работы

возмущ ающ их сил за время одного оборота (за цикл), полностью опре
деляет периодическую ф азовую  траекторию и соответствую щ ее ей зна
чение Е.

П окаж ем, как практически это сделать. П олагаем

х ( х ,  в ) = х 0{х, Е 0) + 80 , Е'(е) = Е 0 +  вА,

где х 0(х, Е 0) = J ±  (2[Е0— U ( x ) ] ) 1/2, а функции v и А  удовлетворяю т усл о
виям Липшица по е и непрерывно дифференцируемы по х. Получим 
уравнение

X
v =  V  (х, Е 0) U  ?о (*!, Х0 (xlf E0)) dx1 +  А (е) +

О
х.

| + 8  — +  J( (^ )0v +  (qe)0 +  q* (xlt v; e ) )d xx j j ,  (10)
о

в котором функция q*' имеет порядок е. П ериодическое решение будем 
строить последовательными приближениями и, в частности, нулевое 
приближение v определим из соотношения

X
t>o — Xq J q0 x 0 (x^, E0)) dxi -j- Aq j ,

о
условие периодичности которого приводит к известному бифуркацион
ному уравнению (3 ). П окаж ем, что если Е о — простой вещественный 
KopeHbj то при достаточно малом е сущ ествует периодическая функция 
v, удовлетворяющ ая уравнению (10).

П ервое приближение для v по е получим из соотношения
х 2 х

v 1  =  .t o  1 ^  j *  q ' o ^ i  +  +  8  £ ---------- +  j *  ( ( Я х  ) о  v o +  (<7е)о) d X i  j

Услови
о о

е периодичности этой функции является определяющим уравне
нием дйя величины А 0:

2Я  х

А о — +  j  (я'х )о Х о1 J  q0dx1 +  (qe)0 
dEo n n

dx =  0,

откуда] следует требование, чтобы величина Ео была простым корнем.*
В результате полностью построено нулевое приближение vq:

\ х 2я х

4  =  V  | J q0dx1 —  У   ̂ [  ( я ’х ) о ^ 1 ^ Я4 *1  +  (Й о j  d x y
; о о о

Оно, очевидно, совпадает с Уо, полученной путем решения дифференци
ального уравнения. Далее, постоянная А\ в выражении для t»i опреде
лится аналогично из условия периодичности второго приближения:

2я х

N i(A i,  s) — A i —~ r  “Ь J  j (Я'х )o^ o1 Яо&х 1  +  (Яг) о j  dx +  Ф ^Л ц  e) =  0,



где <Dj—  известная достаточно гладкая функция, удовлетворяющая уело 
виям Липшица по А х и е и имеющая порядок 8. Так как

8 = 0dAt
dL ф  0 , то  справедлива теорема существования и единственности не-
dEl

явной функции А г (Ео, е)  при достаточно малом е такой, что А г (Е0, 0) =  А0. 
Следующие приближения для v определяются по схеме:

х 2
vk 1 | +  A k +  s £ — -  ^ 1 +

о
X

+  \ ( ( я 1  ) 0%-1+(<7е)о +  q\xx, V k - n  e ) № i j | ,
о

где постоянная Ak может быть определена итерациями 'из условия пе
риодичности фуНКЦИИ V k+\

2я
Ий» 8) — \  “  г  +  J  )о*о 1 J  Q0dx1 -j- (<7е)0̂ | dx -j- <Dfe (Ak, E0, e) — 0,

0 о о

в котором Фк(Ак, Ео, 0) == 0.
Обоснование развитой схемы построения периодического решения 

неявного соотношения (9) мож ет быть проведено аналогично [4]. В ре
зультате периодическую ф азовую  траекторию х (х ,  е ) ,  удовлетворяю щ ую  
условию * > '0  (или х<С0) и принадлежащую области G для всех х  и 
е £ [0 , 8о], можно предполагать построенной.

З а м е ч а н и е  2. Так как по определению x  =  dx/dt, то из соотно
шения

л;
t + 1 —  j  i / - 1 (*х, Ео, 8)d*x =  0 (11)

о

оказывается возможным определить вращательное решение уравнения
(1) ,  имеющее вид:

*«х (;,е )= -| Ц г  +  т) +  <р(-|Ц(+т), El, в ) ,  (12)

где ф —  периодическая функция t периода Т:
2л

T =  T(El,e) =  ^ y - 4 x , E l , e ) d x  (13)
0 '

(ради однозначности будем рассматривать вращения в положительном на
правлении). Вследствие того что х  (х, е) >  б >  0 непрерывно дифференци-

X
руема по х,  a j' У ~ '(х1г Е*0; г) dx1 —  дважды, то функция х ,  определяемая 

о
из (11), будет дважды непрерывно дифференцируемой по t. Дифференцируя 
тождество после подстановки (12) в (11), получим:

x ( t ,  г) t= у  (x (t ,  е), Е*0, е).



Далее,

х  =з
dx dy x =  — Q (x(t ,  e))-{-eq(x  (t, e), x ( t ,  e); &),
dt dx

откуда ф ед ует , что (12) является такж е решением уравнения (1 ).
П ереходим к практическому построению возмущенного вращ атель

ного решения. Для этого предположим, что известно вращательное ре
шение уравнения (11) при е =  0 (см. [5]). Затем перепишем соотнош ение
(11) в виде

X

1 + ЕС
i ~  1

dxx (14)

и будем |искать решение под видом выражения

! ■ *  =  ^ ( *  +  *) +  Ф о ( -у - (*  +  '0 , El'j +  sz, (15)

в котором Т —  возмущенный период (13), а фо и 2 —  периодические 
функции! t. /После подстановки (15) в (14) получим относительно г  не
линейно^ уравнение:

------+  г, 8) =  0, (16)
Х0 СФ +  фо, Е0) •-> L Xq х0 J

Л =  - Т п 1 j* vox0 2dx. Периодическую функцию г определяем по обычной схеме

Z;

где X — известная достаточно гладкая функция, периодическая по ij) =  
=  (2я /Т )!• (t +  т) периода 2л, причем | X  | =  О (s), а постоянная h равна:

2Л
-I1 
\ ^

последовательных приближений. Нулевое приближение равно:
'И-Фо

z0 (ф, Ео) =  х0 (Ф +  фо, Ео) ( [ - 7 Г + - 7 -  \dx
il И  *0 J

и, очевидно, имеет период 2я по возмущенной фазе tj). П оследую щ ие
приближения находим из общ ей формулы

Ф+Фо

С° Г  ̂ + dx ~~ Х Zi_1’ ^
*- о *о х°

П роцесс будет равномерно сходящ имся при достаточно малом е, так как 
соотношение (16) удовлетворяет всем условиям сущ ествования неявной 
функции для всех вещественных значений Цэ. Интересно отметить, что 
развитый метод позволяет построить возмущенное вращ ательное реше
ние, если Q является только непрерывной функцией, a q удовлетворяет 
условиям теоремы.

П р и м е р .  Рассмотрим следую щ ую  конкретную задачу из механи
ки [6]. П усть однородный круговой конус катится без проскальзывания 
по плоскости, наклоненной под углом а к горизонту, в поле сил тяжести. 
Длина образую щ ей конуса —  /, угол раствора —  2р. Принимая за о б о б 
щенную координату угол 0, образованный соприкасающ ейся образую 
щей с црямой наибольш его наклона плоскости, получим при некото
рых ограничениях уравнение движения в виде

g  sm  а
I (1/5 +  cos2 р)

sin 0 =  —  е (Г sgn 0 +  Р0) +  &М, (17)
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где е > 0 —  малая величина, g —  ускорение сил тяжести, Г —  коэффици
ент, характеризующ ий сухое трение, |3 —  вязкое, а М  —  некоторый поло
жительный «м омент», компенсирующий убыль энергии. Ради простоты 
рассмотрения возьмем случай постоянных Г, р, М. Н евозмущ енное урав
нение имеет как периодическое решение (при E 0<L2k2) периода Т0

0О =  2агс sin [у sn (2k (t — 10 +  т ) , у ] ,

(та = ^ К ( у У ,  y = l / k ? = ------ « ^ 1 2 ------ ) ,
\ k V  2k2 / (1 /5  + cos2 p) /’

так и вращательное (при Е0 >  2k2)

[ / *0О-2 a m  1 /  -J L  ( t —  t0 +  т), у - 1 — со (Eо) (t —  tb - -  т) +

p  1 +  ф р 
p = 1

s in p -©  (E0) - ( t  — 10 +  x),

T ° = 2 V  + X (Y _1)’ ш = 2я7т ‘ )

В написанных выражениях am —  эллиптическая амплитуда, К  —  полный 
эллиптический интеграл 1-го рода, Е 0 и т —  постоянные интегрирования, 
<7 =  ехр {— пК'/К}.  Уравнение (17) можно исследовать с помощ ью техни
ки, развитой в (1) .  О днако этот  путь приводит к интегрированию эллип
тических функций, что весьма затруднено и мож ет бы ть проведено при
ближенно. П оэтом у рассмотрим случай, когда s in a ~ e .  Система 'будет 
описываться уравнением

0 =  еМ  —  е (Г sgn 0 +  р0 +  k2 sin 0).

И сследуем случай положительного вращения. Из бифуркационного 
уравнения типа (3) получим: Ео=*(М.— Г ) /р ,  причем долж но выпол-*
няться требование М > 'Г .  Случай Ео = 0  исключается теоремой и тре
бует дополнительного исследования. Так как dL/dE =  — 2л&2/ (М — Г) < 0 , 
то периодическая фазовая траектория, близкая к постоянной, сущ ест
вует и единственна в известном смысле при е достаточно малом. С по
мощ ью схемы замечания 2 нетрудно построить возмущенное вращ а
тельное решение уравнения (17 ), а такж е найти период возмущенного 
движения. На основании теоремы ф азовая траектория асимптотически 
устойчива, а решение орбитально устойчиво.
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