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JB р а м к а х  четы рехм ерной  теор и и  возм ущ ен и й  развивается  операторны й  ф орм ализм  
получения уравнений для ам пли туд рассеян ия  нескольких частиц. Э т о т  ф орм али зм  с о ­
о тв етств у ет  м е т о д у  сум м и р ован и я  н ерелятиви стски х ди аграм м , /предлож енном у а в то р а ­
ми дл я  н ахож ден ия ам плитуд р ассеян и я  тр ех  и  четы рех тел.

В работах [1] бы л предложен метод суммирования диаграмм для 
получения интегральных уравнений для амплитуд рассеяния трех и че­
тырех нерелятивистских попарно взаимодействующ их частиц. Анализ 
рядов диаграмм, суммируемых в указанные уравнения, позволил при­
менить метод для решения ряда задач, возникающих при исследовании 
многочастичных ядерных реакций, например при определении длины 
нейтрон-нейтронного рассеяния [2] распада дейтерона [3] и ряда других.

Естественно, суммирование диаграмм в случае пяти и более частиц, 
выглядит громоздко, и в настоящей работе мы предлагаем операторный 
формализм метода суммирования диаграмм, позволяющий на единой 
алгебраической основе получать интегральные уравнения фредгольмова 
вида для амплитуд рассеяния произвольного числа частиц.

Задача получения таких уравнений привлекала внимание многих 
исследователей [4— 12]. Среди них следует особо  отметить работы  
JI. Д . Фаддеева [4], где впервые были записаны интегральные уравне- 
нения для амплитуд взаимодействия трех тел и проведены доказатель­
ства возмож ности и единственности решений этих уравнений для ш иро­
кого класса двухчастичных потенциалов. Ранее такие уравнения были 
получены в работе [5] для трех нуклонов в нулевом приближении по' 
радиусу действия ядерных сил.

П рямое обобщ ение метода Фаддеева на случай произвольного чис­
ла частиц было проведено в работе [10], где предложен алгебраический 
метод получения системы уравнений с  компактными ядрами для опера­
торов амплитуд рассеяния TV-частиц и отмечается, что система волновых 
функций, которая мож ет бы ть получена с помощ ью этих уравнений 
должна удовлетворять условию полноты.

Н екоторая система уравнений для амплитуд рассеяния ./У-частиц 
была записана Омнесом [11] на основе анализа связи графиков трех­
мерной теории возмущений. В работе [8] для получения искомых урав­
нений для задач ./V-тел вводится метод индукции по возрастаю щ ему 
числу частиц.
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П редлагалось вместо системы уравнений для амплитуд рассеяния 
записывать одно универсальное уравнение для функции Грина системы 
Л/-частиц [6]. М етод получения этого уравнения основывался на прин­
ципах записи уравнения Дайсона и не содерж ал алгебраического ф ор­
мализма. Н едавно проведенные исследования уравнения, предложенного 
Вайнбергом [6], показали, что его решения неоднозначны и, следова­
тельно, в каждом конкретном случае необходимо проводить специаль­
ный анализ для отбора физических решений [13].

Во всех перечисленных выше работах задача рассеяния рассматри­
валась в стационарной постановке, и основой методов получения урав­
нений для амплитуд рассеяния служили трехмерные уравнения, связы­
вающие функции Грина или резольвенты возмущенной и невозмущенной 
системы частиц. В таком подходе к описанию процессов рассеяния не­
обходим о выделять первое двухчастичное взаимодействие (в предполо­
жении двухчастичных си л ), даж е если в начальный момент взаимодей­
ствую т несколько независимых пар частиц. 'Следовательно, амплитуды, 
для которых записываются системы интегральных уравнений, оказы­
ваются амплитудами переходов из некоторых асимптотических состоя­
ний, в которых выделено парное взаимодействие.

О тсю да в случае анализа систем четырех и 'более частиц количество 
амплитуд, для которых записывается система связанных уравнений, 
оказывается большим количества реальных физических асимптотических 
состояний. Действительно, переход из Состояния, где взаимодействие 
включено в независимые пары, должен описываться суммой амплитуд, 
отличающихся порядком следования взаимодействия в этих парах. 
Такие амплитуды и итерации уравнений, которым они удовлетворяют, 
не имеют физического смысла и поэтом у не могут быть применены для 
приближенного анализа конкретных физических задач и представления 
механизмов процессов рассеяния. Кроме того, при записи уравнений в 
окончательном виде с компактными ядрами приходится, как показано 
в работе [11], выделять двухчастичный потенциал из амплитуды первой 
взаимодейсвующ ей пары. П оэтом у в уравнения должны входить как 
амплитуды рассеяния трех тел, так и потенциалы. Это обстоятельство, 
во-первых, мож ет вызвать дополнительные осложнения при численном 
решении уравнений, так как условия, налагаемые на потенциал, более 
жесткие, чем на амплитуды, и, во-вторых, делает невозможным прямое 
обобщ ение уравнений в области, где потенциальная модель неприме­
нима.

В отличие от всех упомянутых выше методов формализм метода 
суммирования диаграмм, о котором идет речь в настоящей работе, осно­
ван на нестационарной теории рассеяния и применения вторичного 
квантования. В такой постановке в элементах ряда теории возмущений 
безразличен порядок следования взаимодействий, осущ ествляющ ихся в 
независимых парах в определенный момент времени.

П оэтом у амплитуды, для которых записываются уравнения, являют­
ся амплитудами переходов из определенных асимптотических состояний 
системы. Количество уравнений определяется числом реальных физиче-* 
ских асимптотик, и итерации уравнений могут бы ть использованы для 
объяснения механизма процессов рассеяния.

Перейдем теперь к изложению алгебраического формализма метода 
суммирования диаграмм, выведем интегральные уравнения фредголь- 
лшва типа, не содерж ащ ие потенциал, для амплитуд рассеяния произ­
вольного числа частиц, и как пример рассмотрим случай взаимодействия 
четырех частиц.
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И сходя из нестационарного уравнения Ш редингера, мы записываем 
оператор рассеяния в виде ряда Неймана — Лиувилля:

ОО ОО 00 оо

r  =  S  ( - 1 ) " 7 Г  5 j  J  d t n P { V ( f x ) V ( k ) . . . V ( t a) } ,  (1)
П—  I ----00 ----00 — оо

где подынтегральное выражение означает хронологическое произведе- 
ние операторов взаимодействия V (t) для N -частиц.

Оператор взаимодействия V (t) определен в пространстве Фока и 
состоит из суммы операторов двухчастичных взаимодействий V ij(t ) :

У и (0  =  2  af ( P  +  k, t) а+  (р —  k, t) Vi} (k, k') a.t (p +  k ' , t) a. (p —  t), (2)
k,k\p

где первые два оператора означают рождение частиц i и j  с относитель-
ным импульсом k, последние два оп ератора— уничтожение частиц i и
j  с относительным импульсом kf и Vij(k, k ' ) — преобразование Фурье
для двухчастичного потенциала V (г ) .

Предположение о  двухчастичных силах введено для простоты изло­
жения. Эта теория справедлива для трех и 'более частичных сил, как 
и для статистик Бозе или Ферми.

Из определения операторов рождения и уничтожения следую т пра­
вила умножения, необходимые для дальнейшего изложения:

P { a f  $ ,  Q  а, У  =  g  (*„, У  +  N {a f  (k, Q  afi(k\  ?,)}, (3)

g (<0, <i) =  6 ( i , ; ) 6 ( f c  —  'e x p [— IE (t„ —  t ^ ] [ E — E k + h ] ~ ' d E ,

где g (U , t?) обозначает хронологическую свертку операторов рождения 
и уничтожения частицы i или /.

Теперь мы сформулируем две основные теоремы о свойствах рядов 
вида (1) ,  зависящих от комбинаций двучастичных операторов взаимо­
действия (2 ), которые вводятся в ряд (1) .

Т е о р е м а  1. Если оператор взаимодействия в системе АЛчастиц 
задан суммой вида

V-(0 =  2 K , M .  (4)
а

где Va(t) есть некоторый набор операторов двучастичных взаимодей­
ствий (2 ), причем одни и те ж е частицы принимают участие во взаимо­
действиях, входящ их в различные Va(t) ,  то оператор рассеяния Т имеет 
вид

т =  2 т°  <5)а

и для его определения существует система уравнений:

Т . ^ \ + \ С ^ Т Ь, (6)
ajtb

где Та —  оператор рассеяния, соответствующ ий оператору взаимодей­
ствия Va(t) ,  и С —  произведение хронологических сверток операторов
рождения и уничтожения для одних и тех же частиц, принимающих уча­
стие во взаимодействиях Va {t) и Vb{t).
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Т е о р е м а  2. Если оператор взаимодействия в системе Л/’-частиц 
задан суммой вида

у ( 0  =  £ у , ( 0 .  (7)
г=1

где V i(t)  есть некоторый набор операторов двучастичных взаимодей­
ствий (2) и одни и те же частицы не участвую т во взаимодействиях, вхо­
дящих в различные Vi(t)  \ то  оператор рассеяния имеет вид:

п п п

Г  =  £ Т‘- + Е  тг <£>%•+ £  ^ 0 ^ ® ^ +  ••• + 'Г х< 8 )Т а ® тл, (8)
г=1 i<j i<j<k

где %i —  оператор рассеяния, соответствующ ий оператору взаимодействия 
Vi{ t ) .  Здесь знак ®  означает свертку операторов по Гугенгольцу [14].

О бе теоремы могут быть легко доказаны, если мы подставим опе­
раторы взаимодействия (4) или (7) в ряд Неймана —  Лиувилля вида 
(1) и раскроем хронологическое произведение (по теореме В ика).

На основании результатов теорем мы разбиваем ряд (1) на другие 
ряды, дающ ие после суммирования интегральные уравнения для неко­
торых операторов рассеяния, позволяющ их получать амплитуды пере­
ходов системы из определенных каналов.

Сначала мы суммируем ряды, соответствую щ ие операторам ампли­
туд рассеяния определенных пар частиц. Таким образом  мы избавляемся 
от 6-функций, которые возникают в элементах рядов вида (1) вслед­
ствие несвязанных процессов, соответствую щ их взаимодействиям частиц 
внутри независимых пар. Другими словами, мы избавляемся от потен­
циалов, вводя операторы рассеяния двух частиц.

В нашем формализме мы выполняем указанное суммирование 
и, таким образом , исключение потенциалов) одновременно в двух подси­
стемах, одна из которых содерж ит частицы i и /, а другая (N— i— /) .  
Имея это в виду, можно представить оператор взаимодействия в виде.

v  (0  =  £  v „  =  (1 +  Слг_2Г ‘ £  (О,
i<i <•</ (9)

V'iiAN-i-i) (0  =  VtJ (0  +  V W -д (/),
где

V(N —i—j ) ( f )  ~  ^  Vfil (О  /ДО\
fc=u= 1  ̂ '

k<l
kjbi,kjbj.lybi, 1ф'\

и Cn- 2 означает число сочетаний из (N  —  2) по 2.
Представление V  (t) в виде (9) позволяет использовать теоремы для 

разбивки ряда (1) на ряды, отвечающие операторам рассеяния 
таким, что

Т  =  (1 +  Сдт-г)-1 £  Тцлм- t - j ) .  (11)
i<i

Для определения Г г /,(^ -/-/) существует система С% интегральных 
уравнений

Тij,(N—£—/) =  Тij,(N—i—j) +  xij, (N—i—j) С 2 Tmn(N—m—n)• (12)
1 Частицы взаимодействуют в независимых подсистемах.
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Здесь т ijt (N—i—j) означает оператор рассеяния частиц, взаимодействие к ото ­
рых определено оператором Vij(N-i-j) в (9)- Применяя результат теоремы 2, 
получим

tij,(N—i—j) =  tij +  Т\N—i—j) +  tij (§) T(N~i—j), (13)

где tt j—  оператор рассеяния двух частиц и —  оператор рассеяния
(N  —  i —  /)-частиц.

Знак 2 '  в уравнении (12) означает суммирование по всем т и п  при 
условиях, что (тп) Ф  (ij), и члены tljCI>'T(N-m-n) И T(N-i-i)C^'tmn во мно­
жителе тг7!(лг-г-/)С2'тт „ ( (N-m-n) равны нулю, если частицы i и j  принадлежат 
подсистеме (N — т —  п), т и л —подсистеме (N  —  i —  /) соответственно, а 
также член T(N—i-^j)C^ T(N—т —га)равен T^n—t—/)С2 T(n—т—П). Здесь Т (д?—щ—п) 
есть оператор рассеяния (N^m- n) чистиц, если оператор начального взаимо­
действия V'(N-m-n){t) =  где M .CliN  —  m —  n) и kl(£(N  —  i —  j).

ы

Уравнения Фаддеева (4) следуют из уравнений (12) для случая N — 3. 
Действительно, при N =  3 мы имеем Vtj (t) =  Уц (t) и Т (N-i-i)  =  0, так что

Г = £ Г ц ,  r w =  / „  +  <(jC £  Т „ л. (14)
< < / m < n

mnjbij

Для случая N >13 уравнения (12) не отвечают альтернативе Фред- 
гольма, так как не все операторы рассеяния, соответствую щ ие несвязан­
ным процессам в системе А^-частиц, выделены в ядрах в свободные 
члены.

Чтобы получить уравнения фредгольмова вида для общего случая 
А’ -частиц, мы выполняем следующую процедуру. Оператор Т(N-i-i) из (13) 
разбивается на два оператора T\n—i—j) И T(N—i—/) > первый из которых с о ­
ответствует связанным процессам в системе: (IV —  i—  /)  и не содержит 
опасных б-функций после интегрирования по внутренним импульсам, а в т о ­
рой является суммой операторов, соответствующих всем возможным нес­
вязанным процессам рассеяния в системе (N  —  i —  /). Очевидно, что опе­
ратор каждого несвязанного процесса рассеяния есть произведение опера­
торов связанных процессов рассеяния, происходящих в независимых подсис­
темах, содержащих поэтому б-функции, соответствующие закону сохране­
ния суммарных импульсов движения частиц в подсистемах.

Далее мы вводим другой набор операторов:

=  {tij +  Т(N—i—j) Т  TIn—C—!) -f- ®  T(N—c—j)} +

{tij ~r T(N—i—j) +  T(N—i—j) +  tij 0  T (/V—i—У)} C 2 Trim,(N —m—n), (15)

—i—j) — (S) T(N—i—j) 4" tij ®  T (N—i—j)C2  Tmn,{N—m—n) • (16)

Сумма операторов, определенных в (15) и (16), равна оператору Г ^ - г - у ь  
определенному в (12).

Уравнение (16) после первой итерации становится вполне фредголь­
мова вида. Ч тобы  привести уравнение (15) к фредгольмову виду, мы 
итерируем его (N — 3) раза. П осле каждой итерации в ядрах и св обод ­
ных членах уравнения (15) возникают множители

т < ) й \ [ г ^  + т *м - ] .  ( п )
1} 1}
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Здесь af. обозначает [некоторую подсистему а, состоящ ую  из а-частиц, 
набранных из N, и содержащую частицы i и / ,  обозначает некоторую 
подсистему 6-частиц, набранную из аац и содержащую частицы i и /.  Опе­
ратор То [(а“ ) является свободным членом в уравнении для оператора 
T c [(a?j)$j]  перехода системы из начального состояния, определенного 
оператором:

У  ($ ) ®  [Т «•  -  (S?,) +  Г ' (а?, -  Р?,)].

Преобразуем уравнение (15) так, чтобы получить в (17) вместо То (а?;) 
оператор Тс (af;) (3̂ -. Это позволяет получить уравнение фредгольмова вида 
для оператора амплитуды (N  —  a?/)]:

W l(afi) Pj; (N -  of,)] = Г [«■) Й/1 ® Г (JV -  of,) +
+  Tc [ « )  p?,] ® Г  (N -  of,] C 2 ' 7 V (18)

Наконец, после всех N  —  3 итераций и указанных преобразований мы
N

■получаем Т  =
i <}

Гв,(*_м) = £  (1 + <&,_,) W  [« )  РЙ; (N -  о?,)] +
а ,a,fc,0

+  £  1(1 +  F [ « ) р?,; (J V -a f,)], (19)
а,а,6,0

где оператор F (f«i/) Р*/; N  —  стоящий в правой части (19), удовлетво­
ряет соотношению

F  [ Ю  Р«; (JV -  0 ,7)] =  Г  [ « )  р?,] ®  7" [JV -  а?,] +

+  Г  [(ajypj,] <g> Г* [JV -  а?,] С £ '  £  (ч™) v L , (iV -  * . ) ,  (20)
mn г) v

где х  =  2,3, . . .  (/V —  1), если а >  2; х  =  2, если а =  2;

| =  2,3, . . .  (а —  1), если а >  2; £ =  2, если а =  2.

Уравнения (18) и (20) справедливы для операторов рассеяния произ­
вольного числа частиц. Например, в случае четырех частиц, обозначив
частицы в подсистеме’(W —  * — /) индексами V и мы имеем

T - S T W -  (21)
i < i

где

J W  -  - j - J T (>/, ■ '; ')  +  J  Ц7 (a « ; 1) +  F  (< /;« '/ ') ,
a

4

^  07»  ̂ j  ) ~  îj ®  &'/' "H ®  ti'j'C ^  Ttnn̂ m'n', (22)

in n jt ij
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W ( a f -  1 ) =  V  M ( a j ) , j x +  £  M i a j ^ C  £  W „ . ,  (23)
x j m < n

K<Z(ah ^C (af)

F (i/> i T )  =  *и +  h f i  Yi W m̂n’ т,/гГ)' ^
m<n
тпфЦ

m n jt i 'j '

Здесь ST M (а?.)г/ ^  —  некоторый оператор рассеяния трех частиц в под-

системе (а?.), образованной из четырех частиц, так что в подсистему вхо­
дит пара частиц (i, /) . Индексы xt, обозначают возможные пары частиц из 
подсистемы (а?.). Очевидно, з  случае системы четырех частиц сущ ествуют
две такие подсистемы. Оператор £  М (а ? .)..^  связан с оператором рассел­

ив
ния Т  (а?.)г-я который удовлетворяет уравнению (14):

£  м  (ai|)ij,«t =  Т  (“ ?;)« —  *»< (25)

т. е. не включает оператор trj несвязанного процесса рассеяния в подсис­
теме трех частиц (а^.).

Удобно вместо суммы операторов

£ » > ? . ■ ,  1) + F ( ,p ,  i ' f )
а

ввести один оператор Wijt который удовлетворяет уравнению:

^  =  Ь, +  Ц Л 1  («3 ) , .к  +  £  2 М (af,)iMС £  W . .  +
а  a  Kg т < я

т.п+к'% ;

m nga f.
4

+  ^  С J ]  IF (mn, m'n'). (26)
m < n  

mn^fci' j '

Тогда оператор рассеяния T четырех свободных частиц есть сумма

т =  У  W  W . < 7) +  »■« +  ^ т ] .  (27)
где (ij, V'f) принимает значения (12, 34), (13, 23) и (14, 23).

Для определения операторов в сумме (27) служит система урав­
нений (23) и (26 ).

От операторов W (ij,i 'j ')  и Wij мож но перейти к операторам, мат­
ричные элементы которых определяют вероятность переходов из канала 
в канал в системе четырех частиц. Такими операторами являются

Wij/kl, WiUkUk’ V ) W i j j ' j ’ /kl, Wij\i'j'/kl,k'l’ j

удовлетворяющие уравнениям:

W ij,i'j'/kl,k'l' =  tij ®  ^i'j' С  ^  ^kl ®  tk 'l' +
kl+ij

kl&i’ j ’
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mnybi'j'

W„m*-v =  l:fi I  <»/ ® <*'!' +  (af,),.«С  £  <„® <*-/■ +
kl^ij a x£ kl^xt,

Ыф1’ / '

+ E E AIK >«,»£[ I  +
a x£ mn Cta

тпфк'%,'

+  Wmn,m'n’ /kl,k'l’ J  ^ jC  Wmn,m'n'/kl,k'l' >
тпфу-t, тпФЦ

mn--£x'£' mrv^i'j'

®w =2S^K )c £  <«+sE'M(^wc s  i  ^»Svw+
a x£ klQa a x£ f$?£a pivcZa

Ыфк%’ ixv b̂K't,'

+  t„c £  ^-».^ «-/K  +  j ; S M (o « W c [ I  «7»»да+ £
mnjbij a  Tit, mnQa mn^yZ,

mnjbi'j' - тпфк%' тпфу.%'

W tjj'j'/ы =  tij (R) ti'j'C  ^  tkl +  ttj (x) ti'j'C  У ;̂ M  (Pjiv)nv,M ~Ь
kl-qtij p ixv
kl^V/'

+  f « ® * r / 'C  £  [ ^ / w + r ^ ^ v w ] .  (28)
mri î j 

mnybi'j'
Легко показать, что уравнения (28) полностью соответствую т интеграль­
ным уравнениям для амплитуд вероятностей переходов полученным 
нами ранее методом суммирования нерелятивистских графиков, отвечаю ­
щих матричным элементам ряда (1) .  Для этого  в уравнениях [1] для 
амплитуд В, С и D  следует выделить в свободный член и ядро уравне­
ний амплитуды рассеяния трех частиц в системе четырех частиц.
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