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ПРИМЕНЕНИЕ АППАРАТА S-МАТРИЦЫ К ОПИСАНИЮ  
СИСТЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ ЧИСЛОМ ЧАСТИЦ

,В рамках 5 -матричного подхода рассматриваются связанные состояния и состоя ­
ния рассеяния в системах с  переменным числом частиц. 5-матрица ищется в  виде раз­
ложения по нормальным произведениям операторов. Осущ ествляется переход от неод­
нородной системы зацепляющихся уравнений для элементов S -матрицы к однородной, 
с  помощ ью которой м ож но находить собственные значения энергии и вероятности раз­
личных процессов в исследуемой системе.

Возм ож ность единого описания связанных состояний и состояний 
рассеяния в многочастичных задачах в случае, когда взаимодействие 
переносится с помощ ью потенциала, изучалась многими авторами (на­
пример [1, 2, 3]). В квантовой теории поля была показана возмож ность 
единого описания взаимодействия в рамках уравнений Бете— Солпите­
ра [4] и уравнения с квазипотенциалом [5, 6], В указанных подходах 
можно исследовать процессы, в которых число частиц остается неизмен­
ным, что в известной мере ограничивает область применимости получен­
ных результатов.

В данной работе мы учтем возм ож ность протекания процессов, с о ­
провож даю щ ихся изменением числа частиц. В связи с этим будем рас­
сматривать не только взаимодействующие частицы, но и кванты, кото­
рые переносят взаимодействие, а такж е могут рож даться в виде реаль­
ных частиц.

В теории рассеяния процессы, в которых появляются или исчезают 
частицы, обычно изучают в рамках S -матричного подхода. В задачах о 
связанных состояниях, хотя в них и не применим м етод  адиабатического 
включения и выключения взаимодействия, такж е мож но использовать 
S -матричный подход. Случай нерелятивистской частицы во внешнем по­
ле описан в работе [7]. В  настоящей статье обобщ аю тся  результаты ра­
боты  (7] на случай систем с  переменным числом частиц.

На примерах систем из двух и трех тяж елых бесспиновых частиц, 
взаимодействующ их с помощ ью обмена легкими частицами, показана 
возм ож ность перехода от неоднородной системы зацепляющихся урав­
нений для элементов S -матрицы к однородной системе, которая обладает 
следующими преимуществами перед неоднородной. Во-первых, ее проще 
решить, так как она содерж ит меньшее число уравнений, чем неодно­
родная, во-вторых, ее можно использовать для нахождения собствен ­
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ных значений энергии системы и соответствую щ их им собственны х 
функций.

В данной работе рассматриваются системы с переменным, но огра ­
ниченным ,в лю бой момент времени числом легких частиц, причем тяж е­
лые частицы считаются нерелятивистскими.

Система из двух тяжелых частиц, взаимодействие меж ду которыми 
осущ ествляется с  помощ ью обмена легкими частицами, отличается ог  
подобной системы, изучаемой в теории с потенциалом, так как в первом 
случае невозможно раздельно описывать связанные состояния и состоя ­
ния рассеяния. Действительно, ничто не запрещает сталкивающ имся 
тяжелым частицам образовать связанное состояние, испуская легкие 
частицы.

Будем считать тяж елые частицы различными и описывать их опера-
торами \|?i(jc, т i j легкие части цы —  операторами <р(х, t ) . Опера­
торы свободны х тяжелых частиц удовлетворяют уравнению Ш редингера

Черта над оператором ~tyj(y, t) означает комплексное сопряжение. 
Операторы свободны х легких частиц удовлетворяю т уравнению
Клейна— Гордона ( □ — /п2)<р(х, f) = 0  и соотношениям коммутации 

■>
[ф(л:, t),  q>{y, t)]  =  d3{x— у ) .  Гамильтониан взаимодействия выберем 
в виде

контрчлены, определяющие перенормировку масс тяжелых частиц. Для 
дальнейшего удобно обозначить через Н (t) гамильтониан взаимодействия 
без контрчленов.

Ч тобы  включить в рассмотренные процессы, связанные с обр азова ­
нием у  уровней «естественной ширины», целесообразно перейти к 
^/-представлению, в котором операторы тяж елых частиц удовлетворяют 
уравнению Ш редингера с некоторым действительным потенциалом
V (х — у ) ,  легкие части цы — свободному уравнению Клейна— Гордона.

П ереход от представления взаимодействия к /7-представлению осу ­
ществляется с помощ ью унитарного оператора U (t)  по формулам

Система с  двумя тяжелыми частицами

t) =  - ^ - ^ i ( x ,  t) (t =  l , 2 )  
dt Mi

и соотношениям коммутации

I %  (*, 0 . %  &  t)] =  6,,68 (x  —  у).

2 2

И '  ( £ )  =-'■ ® f d3xd3y' ^  (•*> о  ^  ( * •  0  9  ( у .  0  ( * — » )  —  5 ] M0k

( 1)

где F (х —  у) —  трехмерный формфактор,

$  v (х, 0  =-■ U+ (0 (х, t) U ( 0 , | tyv (t) ) = U $ )  | %  > (2)



LI (t) удовлетворяет уравнению 

где

Ж  (t) =  J dzxd?y tj?! (*, t) гр2 (у, t) V (x — 'y) ^  (x, t) ф2 (у, t ) . (3)

Уравнения для операторов частиц и вектора состояния в U-представле­
нии можно получить, используя (2) и (3 ). Так как мы будем использо­
вать только ^/-представление, условимся опускать индекс U у опера­
торов и векторов состояния. Перейдем к построению 5-матрицы  для ко­
нечных времен. Будем искать ее в виде разложения по нормальным 
произведениям операторов

S ( U 0) =  (4)
ijlm

Верхние индексы указывают число операторов рождения легких ( i ) ,  

тяжелых (/)  частиц, нижние —  число операторов уничтожения легких 
( /) ,  тяж елых (т.) частиц.

Суммирование по индексам тяж елых частиц проводится до j = m = 2 .  
Ограничимся приближением, при котором суммирование по индексам 
легких частиц проводится до j  — l =  2. Это соответствует пренебрежению 
процессами, в которых число легких частиц в некоторый момент времени 
больш е двух, что эквивалентно отбрасыванию  неприводимых диаграмм 
выше четвертого порядка по постоянной связи g. И спользуемое прибли­
ж ение оправдано, если g  мало.

Уравнение для 5-матрицы в £/-представлении

<-i-s(<,g = [tf'(0-^«]S(*,g (5)
после подстановки (4) распадается на систему зацепляющихся уравне­
ний, каж дое из которых содерж ит члены одинаковой операторной раз­
мерности.

Начальное условие для 5-матрицы S ( /0, t0) =  1 определяет значения 
S/m (t, t 0) в момент t =  t0: S $oj(/0, /0) =  1 > Для остальных индексов

* о )= 0 .
Предположим, что в начальный момент времени t0 вектор состояния 

| гр (t0) ) содержит две тяжелые частицы и ни одной легкой. Введем обоз­
начения:

3|1! (t, g = sS (t, g + £  s®, (t, g J d?i% (1, g % (f, g +
гф!=1

+  j  d?uŝ i  (1, g  й, g  ’i>i (I, g  'fc (ti, g ,

2“  = Sis (<. Q  + £ (t, g j (1. g (f, g, (6)

S/foil (t, t0) содержит операторы k легких и одной (i) тяжелой частиц. Эво­
люция во времени начального вектора состояния | (t0) ) описывается с
помощью S -матрицы

3 ( < , д  =  2 5 & •§(*,<„) ( ! )
Л—о
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точно так же, как и с помощ ью исходной 5-матрицы в (4 ). П оэтом у для 
описания взаимодействия в изучаемой системе мож но наравне с (4) 
использовать 5-матрицу (7 ).

Уравнения для S[o,’2̂  (/, / 0), S(0\%(t, t0) получим, подставляя (6) в ис­
ходную систему уравнений для S -матрицы. Эти уравнения громоздки и 
здесь не приведены.

Выберем потенциал V (х, у), определяющий U -представление таким об­
разом, чтобы слагаемые, содержащие Sjo^ d , to) в уравнении для Sjo/fit, t0), 
выпали из данного уравнения за счет сокращения со слагаемыми, содер-
жащими V (х ,  у), АМ1г А М 2. Это возможно сделать лишь приближенно. 
Искомым является юкавский потенциал, искаженный за счет введения 
формфактора и учета поправок на скорость. В результате указанного вы­
бора потенциала получаем замкнутую систему уравнений для Sjofj (t , t0) и 
S(o!)(if, t0).

Будем искать SJof) (t, t0), З й  (t, t0) в виде 

S ffi  it, t0) =  J d3xd3yd%d3rpp1 (x, t ) % ( y ,  t) (#2> (x, ~y, t, I ,  rj, t0) x

x 4v(f, ô)̂ 2(Tl, *o),
S(02) (t, t0) =  j  d3xd3yd3kd3r\$l (x, t) (y, t) tpW (k, t) X

Off1-2) (X, y, %, t, I ,  T), *0) ^ 1  (1, *o)- (8>

Здесь 0 :o2) (xyt, 1ц(0), a1-12') (xykt ,  I ,  r), t0), с-числовые коэффициентны 
функции. Из выражений (8) ясно, что построение S -матрицы сводится к 
нахождению ее С-числовых функций.

Умножим левые и правые части уравнений для Sjolj (t, t0), Sjo’Jj (t, tQ) 
справа на ^ х(5, t0) 'Фг (Л, о̂). Вводя обозначения

тт (t, fn y  = S|g (t, <„) 1?! (t g  ̂  <л, q  i о ) ,

TV- 2' (t, i r ] Q  =  S : ! i '  (t, t„) Чч ( I ,  l„) 4-, (л, to) 1 0 ),
- >f—>

получим систему уравнения для T(°2)(t, Е rj 0̂) » (t, £ rĵ 0) :

2 |______ , 1 " ~ | I 2
i J L Г (02) =  у  ̂ (1,2) —  s m r m  —  V X

M0i
г=1 i=  1

o t w \

2 I Ii T<1,2> -  Я<-+) (/) Л - . (9)
/=1

Здесь знак П  означает свертку оператора уничтожения тяж елой час­
тицы в H (t )  или Ш  (t) с  оператором рождения той ж е частицы в Т(°2), 
ГУ Я; знак Г 1 имеет подобный смысл для легких частиц.
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Полученная система уравнений (9) в отличие от исходной является 
однородной. Это означает, что в уравнениях для 2(02) Q ,  S (m  (t, t0) свя­
заны лишь ст(02) (xy t ,  £т)̂ 0) и 0 (I2) ( x y k ,  t, £, r\t0) и не оказывают никакого вли­
яния на части 5-матрицы более низкого порядка. П оэтому 5-матрицу, удов­
летворяющую уравнению (5), можно записать так:

S ( / , / „ )  =  2  S ®  (/, <о) (10)
6 = 0

с  начальными условиями

5(02) (U, to) =  j  d % d \ ^  (Ь 0) (т|/0) ( f /0) г|)2 ( r ig ,  Sjol] (t0t0) =  0.

Используя ( 1 0 ) , 'мы приходим к однородной системе уравнений (9 ). 
Получение такой системы является обоснованием возмож ности единого 
описания связанных состояний и состояний рассеяния однородной систе­
мы уравнений. П одобная система обладает тем преимуществом перед 
неоднородной, что дает возмож ность 'непосредственно в 5-матрич.ном 
подходе определять собственные значения энергии и соответствую щ ие 
им собственные функции.

Для описания процессов рассеяния и связанных состояний целесо­
образно «расцепить» систему уравнений (9 ). Интегрируя по времени (9) 
с учетом начальных условий, подставляя в (10) и умнож ая затем слева
на < 0  j гр1 (х, t)\р2 (У, t ), получим независимое уравнение для lr\tQ) ,
которое представляет собой обы чное уравнение с квазипотенциалом:

Qii +ш:+~шг)0'021 =- 1§м х’у'п х

X а<°2) (x 'y 't ,  |т]/0) d?x'd?y'dt'
М10 2М\ ^ 2М2п 2М,

а<02) (xyt, |rtf0).

Ядро М  (xyt, x 'y 't ' )  представляет собой следующую совокупность матрич­
ных элементов:

2

м (T y t . lc V n  =  £ ( о|%(5, t )ч>2 (у, t ) н 'г '(0 н{+)(0 ч>1 й ' ) ъ Q , П |о>.
f/=l

Подобными уравнениями описываются процессы рассеяния и связанные 
состояния подсистемы из двух тяжелых частиц/Ес л и'раз л ожить а(02) (xyt, £т^0) 
по полной системе собственных функций {(p „(iii) ё~1Еп*6} уравнения Шре-

■—> »->
дингера с потенциалом V (х —  у), то для коэффициентов разложения м ож ­
но ставить задачу на собственные значения и собственные функции. Если 
связанное состояние не является основным, энергия принимает комплекс­
ное значение, ее мнимая часть определяет «естественную ширину линии».

-- /__Ч —>
Умножая левую и правую части уравнения (9) на <  0 1 г|зх (х, t) (у, t) tp (k, t), 
получим

( 1~7Г +  1Й г +  “Йг) — V k2 + m2 о(1,2) (ХУМ, fr̂ o) =
\  d t  2 M x  2 У И 2  /

=  (eikx +  e]ku) a(02) (xyt, £n*0). (11)
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Подставляя в (11) разложение

0^ 2> (Xykt, lr\t0) =  2  СЕгк (t)e  2 X
Ее,

X Фе (х —  у) ФЕ ( f  —  rj) e~i{E+ Уьг+ т2+ к м т п 0

MiAfg \ и л  ,здесь jx =  — ± _а _  ), найдем CEek (0  —  амплитуду вероятности испуска- 
Мг -^М2у

ния легкой частицы.
М ож но убедиться путем разложения С-числовой коэффициентной функ­

ции произвольного вектора состояния системы по набору {уп{х —  у) е 
что в рассмотренной модели нормировка вектора состояния сохраняется 
во времени. Унитарность же точной 5-матрицы есть результат эрмитовости 
гамильтониана взаимодействия в уравнении (5).

Система с тремя тяжелыми частицами

Рассматриваемая нами система из трех тяжелых частиц отличается 
от соответствую щ ей системы, изучаемой в теории с  потенциалом, нали­
чием больш ого числа каналов реакции, возникающих за счет возм ож но­
сти испускания легких частиц.

Для упрощения будем работать в представлении взаимодействия. 
Хотя используемое приближение не дает возмож ности получить ширину 
уровней связанных состояний, рождение легких частиц при столкнове­
нии тяж елых мож ет быть описано в предлагаемом подходе.

Гамильтониан взаимодействия и разложение 5-матрицы по нор­
мальным произведениям операторов имеют тот ж е вид, что и в предыду­

щей части. Только суммирование по индексам тя­
желых частиц проводится от 0 до 3, по индексам 
легких частиц —  от 0 до некоторого конечного N.

П редположим, что в начальный момент време­
ни to есть три тяжелые частицы и нет легких. П о­
добно тому, как было сделано в предыдущей части, 
введем новую 5-матрицу:

§ ( * , «  =  £  Э Д (< ,а д . (12)
k=0

которая описывает эволюцию начального1 вектора состояния так же, как 
исходная 5-матрица. Части 5 -матрицы (12) имеют следую щ ую  струк­
туру:

З В  (<, f„) =  S(°3) (t, Q  -  £  S S  (t , <„) Qik (<„) -

-  £  Si°g2) (Mo) p* ( « - / ( « .  3g(M„) = .O M o)-
<>/

-  £  Sjii!(f, У  Qit (<,<„) +  £  Si;&, (*,/,)/>»(/„).
iz£jjbk= 1 i^zj-tk=\

j<k
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Здесь введены обозначения:

Qij (fo) =  j  d*xd*yqt (x, t0) (x, t0) (y, t0) (y, t0),

P i  ( to )  =  J (X , t 0) ( x ,  t o ) ,

I  ( Q  =  j  d^dl d\ ̂  ( X ,  to) ^2 (y, to) ^3 (Z, to) ^  ( X ,  t0) ^2 Q , t0) Й  to).

Основным результатом перехода к S -матрице (12) является простая 
однородная система уравнений для ее С-числовых коэффициентных функ­
ций. Последовательно интегрируя по времени, с учетом начальных условий 
уравнения для S(ot| ( t ,  t 0)  начиная с (t, tQ) [и подставляя в уравнения 
для S(ô 3)1,3) (/, /0), получим независимое уравнение с квазипотенциалом для 
о (03) (xyzt, 1 ф 0) в случае любого ограниченного числа N  легких частиц.
Ядру уравнения для с # 3) (xyzt, ^г]^0) соответствует совокупность неприво­
димых диаграмм без внешних линий легких частиц до порядка g 2N. Начи­
ная с  шестого порядка появляются ядра, дающие вклад в трехчастичные 
силы, например ядро, указанное на рисунке.

Таким образом , используя аппарат 5-матрицы, ;нам удалось дать 
единое описание взаимодействия в системах с  переменным числом час­
тиц. Основой для подобного1 описания послужила однородная система 
уравнений типа (9 ). Рассмотрение, как мы видели, можно провести в 
случае любого- ограниченного числа N  легких частиц.

Приношу глубокую  благодарность В. И. Григорьеву за постоянное 
внимание к 'работе и ряд ценных советов.
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