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Л. Д. АКУЛЕНКО

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАНОВИВШИХСЯ ДВИЖЕНИЙ  
В ВОЗМУЩЕННЫХ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМАХ С ОДНОЙ  

СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ

В заметке на основе периодической фазовой траектории Е  (г]), е) строятся воз
мущенные решения системы с вращающейся фазой вида

dE d\b
—  =  е / ( £ , 'ф ;  е ), - ^ -  =  ю0 (£ ) +  e F ( E , ^ ; e ) ,  (1)

где t €  (—  о о , оо) —  время, | е | <  е0 —  малый вещественный параметр, f , щ ,  F —  перио
дические (периода 2я ) непрерывные функции я):, определенные для всех | Е —  Е*0 1 <  б 
(б  >  0 ), я|)6(— о о , оо ) и 8 принадлежащего указанному промежутку, причем d f\ 3 E , 
д /|  дЕ , d f \ д г , da>0 \dE и F  удовлетворяют по Е, е условиям Лифшица с независящими 
от я|з постоянными. Этот способ обладает большими преимуществами по сравнению с пря
мым методом последовательных приближений, использованном в [1 —  3] для построения 
вращательных и периодических решений автономных систем, особенно при исследовании 
критических случаев.

Предполагая, что со0 (^о) ^  исключим t в системе (1):

dE _________z f  (Е , г|); е)
di!p £со0 (Е ) 4 - bF (Е , -ф; е) ‘ ^

Будем искать периодическое решение уравнения (2) в виде Е — Е0 4 - еле (-ф, г ) ,  
где Е0 —  постоянная, а неизвестная функция имеет период 2 я . После подстановки в (2), 
относительно х получим уравнение

в котором F* (х, ■ф; 0 ), а символ ( )0 означает, что выражение в скобках берется при 
е =  0, Е =  Е0. К  уравнению (3) применима схема последовательных приближений, разви
тия в [3].

Т е о р е м а  1. Возмущенное уравнение (2) имеет периодическое (периода 2л) реше-
2Я

ние, если уравнение R (Е0) =  (co)jf1 j* ( / 0) dty =  0 допускает вещественный корень Е*0, при-
о

надлежащий указанной выше области; dR \ dE0 Ф 0, т. е. если Е0 —  простой корень.

Заменой Е  =  Е*0 4 - е) 4 - Е. где | —  вариация решения, получим явное выраже
ние для критического характеристического показателя а
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2jt
a  (e) =  ~  ^ (co0 e^ )-2 £ (coe ^ e F )  —  f  ^(d'0 -£- e — ^  dip,

о
откуда следует вторая теорема.

Т е о р е м а  2. Возмущенная периодическая фазовая траектория асимптотически 
устойчива при достаточно малом е, если

2л>

t ( ^ ~ )  dty =  8 — — < о.(о>0) J  \ д Е  Jo dE*
о 0

Переходим к построению стационарного семейства решений возмущенной систе
мы (1 ). П осле подстановки Е (г|), е) во второе уравнение получим выражение для "ф 
в замкнутом виде

'Ф
j  [ш в (£ о ф е х ' (ф , е)) -ф- еF ( Е ^ е х ( с р ,  ф, е ) , е)]- 1  ^ф =  t — 10 т .
о

Из полученного уравнения относительно яр последовательными приближениями

с Г ®(£0’ 8)
%  =  (О (£ „ ,  8) (t —  t0 -ф- т),-ф  j  ! 1 — ю0(£) 4 -eF (£ , -ф; е) .

о

-1р0 =  (0 (£ q, 8(* — *0 4>Т))

можно построить функцию г|з(£, 8) вида

■$(?, е) =  СО (Eg, s) (* —  t0 ф  т) ф  81|з(< —  ^о4- Е ’&, е ),

где я|з имеет по t период

2 п
* 2  я  Г

Т (Е0 , 8) = --------;-------=  [со0 (Е) -ф- 8F  ( £ ,  Я]5; е )]*1
® (Е0 , г)  J

Функция E { t , z )  периодична по i  с тем ж е периодом: Е ( t ,  е) — ф  ел:(-ip ( t ,  е ) , е ). 
В результате доказано утверждение.

Т е о р е м а  3. Возмущенная система (1) при достаточно малом е допускает стацио
нарное семейство решений (т  —  параметр семейства); если уравнение R (Е0) =  0 имеет ве
щественный корень £q и (о0 (£ 0) dR \ dE0 ф  0.

Это возмущенное семейство решений будет орбитально устойчивым для t t0, если 
8Ю0 {El)dR\ dE* <  0, и неустойчивым в случае обратного неравенства. Аналогичное утверж
дение справедливо для t ^ t 9 .

Отметив в заключение, что развитый метод исследования системы (1) особенно 
удобен в критических или особы х случаях, когда dR\dE0 = 0  или R (E 0) = 0 ,  так как 
построение периодического решения уравнения (2) мож ет быть проведено на основе 
теории Пуанкаре [3] (для аналитического относительно Е, е уравнения).
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