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СРЕДЕ

Получены выражения для поперечных спектров и структурных функций флуктуа-
ций уровня амплитуды, фазы и их взаимных корреляций двух плоских волн различной 
частоты, распространяющихся в локально однородной изотропной среде. Структурная 
функция показателя преломления такой среды подчиняется закону «двух третей» Кол-
могорова — Обухова.

Введение

Распространение волн в среде со  случайными неоднородностями 
обы чно сопровож дается флуктуациями их параметров —  амплитуды, 
фазы, интенсивности и т. д. Исследованию этого вопроса  посвящ ено 
больш ое количество работ, основные результаты которы х наиболее пол-
но изложены в монографиях (1, 2]. Среди статистических характеристик, 
не рассматриваемы х в этих работах , представляют интерес частотные 
корреляционные функции флуктуаций амплитуды, фазы и их взаимные 
частотные корреляции. Результаты расчетов частотны х корреляционных 
функций в случае статистически однородной среды, для флуктуаций 
показателя преломления которой  имеет место гауссов закон корреляции, 
приводятся в работах [3— 8].

С огласно современным представлениям показатель преломления 
реальной турбулентной атмосферы  наиболее точно описывается с по-
мощ ью понятия локально однородного поля с постоянными или плавно 
меняющимися средними характеристиками. Известна работа [9], в кото-
рой для расчета хроматического мерцания звезд вычисляется коэффи-
циент частотной корреляции флуктуаций уровня амплитуды волн, рас-
пространяющ ихся в турбулентной атмосфере

В настоящ ей работе приводятся результаты расчета статистических 
характеристик (поперечных структурных функций и их спектров) флук-
туаций фаз и уровней амплитуд двух плоских волн различных частот, 
распространяющ ихся в изотропной турбулентной среде с постоянными 
средними характеристиками. Структурная функция показателя прелом-
ления такой среды подчиняется закону «двух третей» К олмогорова —  
О бухова . Результаты получены из решения скалярного волнового урав-
нения методом плавных возмущений с последующ им применением ме-

1 Краткое содержание этой статьи излагается в § 59 работы [2].
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тода  спектральных разложений. Задача реш ается аналогично случаю 
плоской волны одной частоты, распространяющ ейся в турбулентной сре-
де [2], и мож ет рассматриваться как его обобщ ение на случай двух волн 
различных частот. Окончательные выражения при стремлении разности 
частот двух плоских волн к нулю переходят в соответствующ ие формулы 
для одной частоты.

Н еобходимо такж е упомянуть о работе [10], посвященной рассм от-
рению теории модуляционного метода исследования дисперсионных 
свойств неоднородны х сред. В ней получены выражения для средних 
квадратов флуктуаций ф азового инварианта и разности амплитуд б ок о-
вых составляю щ их тригармонической волны распространяющ ейся в 
локально однородной среде, описываемой законом «двух  третей». Одна-
ко все расчеты этой работы  проведены в предположении малости раз-
носа по частоте компонентов тригармонической волны, т. е. при у сл о-
вии Д&/&0<1. где k — ы/с  —  волновое число. В настоящей работе такого 
ограничения на частоты не накладывается.

Частотно-пеперечные спектры флуктуаций уровня амплитуды и фазы

П усть среда со случайными неоднородностями заключена в правом 
полупространстве х > 0 .  Из левого полупространства падают две плоские 
монохроматические волны с волновыми числами ki =  ko(\— б) и k2 =  
= & о ( 1 + 6 ) .  Величина 6  =  Л&/2£<ь где Ak =  k2— k u характеризует частот-
ный разнос распространяющ ихся  волн. П редполагается, что распреде-
ление неоднородностей квазистатично и сами неоднородности крупно-
масштабны, г. е. где 10 —  внутренний масш таб турбулентности .

П оле каж дой волны в правом полупространстве определяется мето-
дом  плавных возмущений (1, 2], который в первом приближении п озво-
ляет найти флуктуации фазы SW =  S — S 0 и уровня амплитуды % =1пЛ/А о. 
Флуктуации комплексной фазы каждой волны определяются вы раж е-
нием

ф < ч = ф -ф ,=  In 4 -  +  i ( S -S 0) =  x+»S, (1)
■"О

где Ф  =  1гь4 А  и 5  —  амплитуда и фаза волны в правом полупро-
странстве be: Фо =  1пЛо +  г5о, А 0 и 5 0 —  амплитуда и фаза в падающ ей
волне.

Совместные структурные функции флуктуаций уровней амплитуд, 
фаз и их взаимных корреляций для двух волн (различных частот опре-
деляются выражениями

( r t> г ъ) =  [OCi ( * i)  “  М  [% 2  (Г г) —  Ха  (> а)]' =  \  {г ъ  Г2) +

-f- Re3)% (г i> г  г)]» (2 )

Ж б-А  (rv  ra) -  [S[l) ( г , )  -  S(!!) (г*)] [S j>  ( г , )  -  (Г,)] =

=  (Гх, r2) — г2)], (3)

1 Фазовым инвариантом плоской тригармонической волны, состоящ ей из трех 
распространяющихся в одном направлении плоских гармонических волн с частотами 
© ь ©о и ©2, удовлетворяющими соотношению <оо— coi =  co2— о)о=Асо, называется вели-

Фх фз
чина 0 =  фо 4 - ---------------, где фо, ф], фг —  фазы компонентов волны.
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(ri> г») =  [%г (гд  —  Xi ( ' ‘а) ] [5 ^ (h ) - S (2l) ( 'а ) ]  =

=  [1т332 (г г, /"г) —  ltn3)l Сri> г2)],

®x*st (гг, га) -  [х* (га) —  %2 (ra)] [S i!) (Гг) - s i 4

=  - у  [ /т Ж а (гх, га) +  1тЗ)г (Гг, ' ’а)].

где структурные функции комплексных фаз

№

(5)

® 1  (»1 , Г,) =  [Ф'/’ (/-,) —  Ф|" (г,)] [04“'  ( r j  —  Ф51'" (г2)], (6)

® 2 ('-i.'-2) =  i® ,,1, (/-1) - ® i 1|('-2) ] № " , W - ® 5 l>W ]  (7)

и г\ и г2 представляют собой  точки с координатами (*i, г/ь £i) и 
(*2, г/2, г2) .

Для дальнейших расчетов воспользуемся формулой (8) в § 46 
работы  [2]

х Ыг(х—х')

иф (dx2, dx3, х ) — -у-  ̂ е 2к и&(йщ, dx3, x ' ) d x ' , 
о

х2 =  х\ +  х§, (8)

где х  —  пространственное волновое число, иф и ие представляют собой  
спектральные плотности соответственно флуктуаций комплексной фазы 
волны Ф<1>(л:, у, z ) и диэлектрической проницаемости среды у, z )
в их разложениях в двумерные стохастические интегралы Ф урье— Стиль- 
тьеса 1

-f- 00
Ф (1) (х , у , г) =  Ф (1) (*, 0, 0) +  j* J —  1] иф (<ix2, d%3, х), (9)

—  со 

+  оо

б(1> (х , у , z) =  8(4 (х, 0, 0) +  |*| [ei{y‘*y+Kзг) —  1] us (dx2, dx3, х ). (10)
*— оо

И спользуя выражения (8) —  (10 ), мож но представить структурные 
функции 2>i(rb г2) и 3)2(г\, г2) в плоскости х = х \ —х 2 в виде

+  оо

2 (Ху У, 2 ; X, у ', z ')  =  2 j  J {1 — c o s [x 2 ( у — у ')  +
— оо

+  Х8(г —  z')]\ F lf2 (xa, Xg, x )d x 2dx3, (11)
где

x x  1 . f x2(x—x ’ ) _  x2(x—x17) -!

Fi,2(xs> Щ, x ) =  +  \ f e 2 t t, »■ JFe(иа, x „ x '— x”)dx’dx",
о 0 (12)

F 8 — двумерная спектральная плотность диэлектрической проницаемо-

1 Формула (8) получается путем подстановки выражений (9) и (10) в уравне-
ние метода плавных возмущений

J ^ L  +  J ^ L +  m J ^ L  +*%<» (,. »_о.
дф  dz2 дх
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сти среды. П оследнее уравнение решается аналогично случаю одной ча-
стоты [2]:

f , =  - 4 »  J L j L ^ . [ ! _ e М 1 -а -)]ф «(0 >Кз, к ,), (13)

ik.
F2<x„x„ * ) = ^ - ^ ( 1 _ в « ) * [ 1 - е  М 1 -« ]ф е(о, к,, к,), (14)

где Ф е (0, 'л:>, хз) — трехмерная спектральная плотность диэлектрической 
проницаемости среды, равная Ф е (х) в случае изотропности.

Из выражений (2) —  (5) для структурных функций находятся ана-
логичные соотнош ения для спектральных функций

F%i%2 — “  [ReFi i ReF2]» (15)«S1S2 2

F%*s, =  ~  [ImFt +  Im F ^. (16)

П одставляя в них формулы (13) и (14) и полагая x  =  L , а такж е 
считая турбулентную среду изотропной, получаем окончательные вы ра-
жения частотно-поперечных спектров флуктуаций уровней амплитуды и 
фазы двух плоских волн различных частот

р * и  (* , ц = - = ^ < 1  -  *■) rinr ^ f + sj^ )  Ф‘ ^  <i7)S.S, 4 I %2L/k0 <5/1 —  б2 x2L/kQ )

/  v2 Т 1 1
F«.f. (*. L) =  - ; - ( ! -  a v  (  1 - O S  —  ± j -  T

(18)

При 6->0, г e. при k\—>-ko и kr-^ko, формулы (17) и (18) переходят в 
соответствующ ие выражения для поперечных спектров  в случае одной 
частоты [2]

Частотмо-поперечные структурные функции флуктуаций уровня
амплитуды и фазы

С огласно формулам (2) —  (5) для определения частотно-поперечных 
структурных функций флуктуаций уровня амплитуды и фазы н еобходи-
мо найти структурные функции 3)\ и 3)2. Они рассчитываются для слу-
чая локально однородной изотропной турбулентности, когда Ф е (х ) 
определяется выражением

ф е (х) =  0 ,033С1уСп 'ъе~хЧу̂ ,  (19)

где С е —  структурная постоянная диэлектрической проницаемости 
среды.

Для изотропной среды к =  и формула (11) принимает ви д

00
$ 1,2 (р) =  4я j1 [1 —  / 0 (хр)] F it 2 (х, L) кйк, (20)

о
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где р =  V X y —  У')2 +  (z —  z ' f  и / 0 (ир) —  функция Бесселя первого рода 
нулевого порядка.

П одставляя в эту формулу выражения (13 ), (14) и (19 ), получаем
00

т х (р) =  —  12п2 0,033 c l $  (1 ~  62)2 J  [■1 -  /о (ир)] х
о
м2£»c2L6 —V

X [ 1 —  е A»(1- S2) ] X - 14/3 е dx, (21)

)2 (р) =  г’2л2 0,033С|$ (1 —  б2)2 J [1 —  / 0 (хр)] X

/x*L и2
*о(1-б2) „2

X [1 —  е ] х-14/3е dx. (22)
Решение интегралов, стоящ их в правой части этих уравнений, имеется 
в работе [2]. П роизведя аналогичные расчеты, получаем

з ш  =  1 о,оззяг - | | - г ( - ^ - ) б о С к ;11/3 i ,  - * ) -

—  1 —  (\  +  ф — — У ' Ч л Г — Ц - , 1 / ---------------------------------------------------- --)  — 1 ]| ,  (23)
V 1 —  б2 У I  \  6 " 1 -ф- iD  6/1 —  б2 У JJ V ’

(р) =  —  (• 0,033л2 Г ( - 1 . )  t f c b Q " 1* (1 -  t f f  | л  ( ------1, -  г )  -

_ ! _ ( ! +  Ш - ^ ) -  [Л ( - - f , -  , ] } ,  (24)
р2 v? L

где g  =  —^—, D  =  — ------- волновой параметр и 1F1( a ,y , z )  вырожденная
4 k0

гипергеометрическая функция.
Структурные функции (2) —  (5) рассчиты ваются для двух предель-

п  6ных случаев малых и больших значений параметров и  и
П 1 „  L
и  i__$ i • При этом  используются асимптотические представления в 
виде рядов функции iF\ [2, 10].

В случае, когда D  -  1 — - <  1 ^а следовательно, и D   ̂^  С  1^,

имеют место следующие формулы для частотно-поперечных структурных 
функций:

0,033 я Ч '/ ’ — ^

2 W P ) = -----------\ 1 '• _ г ) }  (25)

Ж ад(р) =  0,033я* A  r ( - i - )  ClL*-v%(l - 6 » )  [ > i ( — f ,  1 , - g )  -  l ] ,
(26) 

S £ |,(p) =  0,25 . 0 ,0 3 3r fr(-1 -)C | L ^ 3(1 ± 6 ) [ 1 - Л ( - А

(27)



где Г —  гам.ма-функция. Частотный коэффициент корреляции ф луктуа-
ций уровня амплитуды в одной точке поля будет равен единице, т. е. 
отсутствует раскорреляция по уровню амплитуды для двух плоских волн 
различных частот

(0) =  =  1, (28)

где

0,033It « l Y - i - ' )

* х л  ( 0 )  =  V  ®x,iс, (оо) = ----------C l v J J ? ,  (29 )2 144
/ 7  \так как — , 1, — g  J - » 0  при p —>oo. Значения корреляционных функ-

ций BXl (0) н В%2 (0) в рассматриваемом случае согласно [2 ] будут также 
определяться последней формулой.

В случае, когда D  -—^  > 1 и  ( d  у  1 ^  >  ^ .н ео б х о д и м о  рассм ат-

ривать три области значений параметра р, в которых имеют м есто 
следующ ие выражения для частотно-поперечных структурных функций:

1) р</-о, т. е. разнос по пространству р много меньше внутреннего 
масш таба турбулентности локально однородной  среды /0

0 ,0 33 я 2 - f -  Г ( " - М  
(р) - й Ci&13/6L5/6p2 cos (1 -  62)7/6 [ б - 1/6 +  1],

•S 1 2̂ о 12
■ (30)

0 ,0 3 3 я * г ( — ^
ф) = ----------- А - 6 / c|o2| ^ 3/6l 5/6sin - - ( I  — б2)7/6х

X [1 ±  б - ,/6] - % -^ k l  .(1 - 6)2б<1 ± б ) |; (31)

2) / 0 «  Р С  К а Х Г , АХ =  2л: -h " kx .

®*,*, (Р) -= 4 " °'0 3 3 л а Г ( -т )  C lL " '% K X s ts 2 2 55 \ 6 J

X (1 — 62)1/61— -Я . sin я 62) (б5/6 +  6) +

~ (32)  

®x ,s. (р) =  4  ° -033я! - # ■ г  Г 4 - ')  хx2s t 2 55 V б J

V (I - « • ) • '» { *  ^ - с о 5 - У - Я £ ( ^ ( в ^  ±  б) Т



_  55 . 174- ------ Sin------Л
144 12

X

g ( l - 6 2) T
Db  J

g (  1 - 6 2) 
D6

±  62) +  COS Jt x  
’  6» 12

V /6 ± 6 3) } , (3 3 )

3 ) p > ] / A  I L

® x , K ,  (P ) =  j - 0 ,0 3 3 x 2 - § -  r ( - i - ) c l i 11/6fe7/6(l - a » ) ' / e x  

X  { c o s  ^  я  (6 5/6 -  1) +  - y ^ r y  [  f  (1  -  в » )  ] ~ 7/6 (1  -  в2) } , (3 4 )

5 s ,s, (p )  =  y 0 , 0 3 3 л 2 Г  ^ ) c l L n V (1 -  в г) ' /6 { c o s  л (6 5/e +  1) +

+

■(-

II2
17 \ 36

1 f l l 2 . 52
17

)
— ^ - M - 0  — a2)
67 L D

—7/6
( 1 + 6 2)|, 

(3 5 )

iSt (p) =  JL 0,033л2 -Ц -  Г ( " 4 1  C\Lni6kV6 (1 -  62) 1/6X
2S, 2 55 \  6 J'X. _X2S1

X l sin 1^ “ Я (б5/6—  O-
1 r l l 2 • 52

17 \ 2 • 64 D
( Г — б2) 1/6 (1 ±  6)| . (3 6 )

когда D  j _ 62 1 и j _  fi2 ^  1

■fix, x2 (fi)
нормированный коэффициент час-
тотной корреляции флуктуаций 
уровня амплитуды двух волн раз-
личной частоты  в одной точке прост-
ранства будет определяться выра-
жением

'% 1%г (0)
1 - 6 5'*

(1— « * л - 1
(3 7 )

Рис. 1. График коэффициента ча-
стотной корреляции 6x 1X2 (0)

Рис. 2. График коэффициента 
частотной корреляции для раз-

личных значений б:
1 —  6 = 0 ,1 ; 2 —  6 = 0 ,2 ;  3 —  6 =  
=  0,4; 4 ~  6 = 0 ,6 ; 5 — 6= 0,8 .

2^1 %2 t ^2  <̂11 =
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где выражение для взаимной корреляционной функции при р =  0 опре-
деляется формулой

В ха, (0) =  - у  ®х,х, (оо) =  O m d i L '4 - ^ -  ( 1 -  8»)'/. ( 1 -  »•/.). (38)

Значения корреляционных функций В х . (О) ( i =  1, 2) согласно [2] будут 
определяться выражением 

Вг .{ 0) ==0,077С 1 и 1Ш 7>к 

График коэффициента частотной корреляции ЬиХ2ф ) приводится на 
рис. 1. Выражение для нормированного поперечного коэффициента час-
тотной корреляции флуктуаций уровня амплитуды будет иметь вид

и /п) _  В%1%г (°°) ^  _°Xi%2 , Г.  ̂  ------  1—  ~  —

б ъ!'Ке h Л  — 1,

(1 —  62)5̂ 1s sin ——  
v 12

(39)

Выражение (40) путем простых преобразований сводится к выражению 
для коэффициента частотной корреляции уровня амплитуды (см . [2], 
стр. 443). 

График этого выражения для различных значений б представлен 
на рис. 2. 

В заключение благодарю  В. А. Красильникова за критические за -
мечания.
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