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НЕРЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЗАДАЧА N  ТЕЛ В НЕСТАЦИОНАРНОЙ  
ПОСТАНОВКЕ

Получено новое обобщение уравнений Фаддеева [1], отличающееся от обобщения 
Я кубовского {2]. Различие объясняется использованием четырехмерной теории вместо 
трехмерной. Сформулирована соответствую щ ая четырехмерная операторная техника, 
с помощью которой мож но получать уравнения, аналогичные диаграммным уравнениям 
Комарова и П оповой [5]. П роводится топологический анализ амплитуд с  помощью 
структурных диаграмм.

Для построения 5-м атрицы  мож но привлечь аппарат функций Гри-
на из квантовой теории поля. В отличие от метода резольвенты, приме-
няемого многими авторами [1, 2, 3] для получения точных уравнений в 
нерелятивистской задаче N  тел (в стационарной постановке), метод 
функций Грина позволяет использовать для каждой частицы или груп-
пы частим («кл астера») свою  временную координату. Это приводит к 
другом у разложению 5-матрицы  в случае N ^ . 4. Как известно [4], раз-
личие меж ду двумя разложениями наглядно иллюстрируется различием 
в топологической структуре диаграмм.

Точное решение задачи N  тел на основе фейнмановской диаграмм-
ной техники уж е исследовалось В. В. К омаровым и А. М. П оповой в [б]. 
Эти авторы используют метод перестройки рядов теории возмущений. 
В данной работе мы предлагаем несколько иной подход, который удобен 
тем , что в его рамках удается показать эквивалентность соответствую -
щей однородной системы уравнений исходному уравнению Ш редингера. 
Эта эквивалентность гарантирует нам, что данная система уравнений 
не будет давать «лишних» решений, аналогичных «лиш ним» решениям 
уравнений Вейнберга [9]. П оэтом у мы определяем все амплитуды не че-
рез перестроенные ряды теории возмущений, а через функцию Грина 
системы . Затем, исходя из уравнений для функций Грина, получаем 
систем у связанных интегральных уравнений для амплитуд.

При выводе уравнений мы используем такж е разлож ение 5 -м атри -
цы (или функции Грина) по типам связности, а амплитуды классифи-
цируем но типу топологии соответствующ их им структурных диаграмм 
(«деревья» в четырехмерной теории; по аналогии с «деревьями» Омне- 

са  [10]).
Полученная система уравнений совпадает с уравнениями Л. Д . Ф ад- 

дева [1] в случае N =  3 (им эквивалентна такж е система уравнений К ом а-
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р ова  и П оповой [5], [8]), а при 4 она отличается от уравнений Яку- 
•бовского. Интегральное ядро системы не содерж ит неустранимых син-
гулярностей и его вполне непрерывность, очевидно, мож ет быть доказана 
тем  ж е методом, который использует Ф аддеев [11].

Постановка задачи

Обозначим символом Л* разбиение системы из N  частиц на г кла-
стер ов :

=  {Ю, (п2), ... ,(%)}. (1)

П редполагается, что в лю бом из кластеров (% )  могут сущ ество-
вать связанные состояния. П оэтом у будем подразумевать под класте-
р ом  (nh) связанное состояние nh частиц. Обозначим через ^ . ( £ 0
волновую функцию свободн ого движения кластеров разбиения Л*. 
В  конфигурационном пространстве системы

( !)  =  (>i> г2, г N )

свободн ое движение кластеров (1) описывается уравнением Ш редин- 
:гера

с  гамильтонианом (I), включающим взаимодействие только между 
теми частицами, которые входят в один и тот ж е кластер:

АГлг©  =  Я 0 (|) +  У л ,.© , V .b(ra - r b).
(ab)£ Л£

П усть F ( | ) — полное взаимодействие в системе, а # ( £ ) = # 0(£) +  
+  l7(g) — полный гамильтониан. Для построения 5-м атрицы  необходим о 

лайти такие решения tyA i (lt) уравнения Ш редингера

Я « ) ] > ( 1 0  =  0,

которы е в отдаленном прош лом (t->-— оо) переходят в волновые функ-
ции “Фа. (Ю* Очевидно, решение СФЛ1(£0 описывает связан-

н ое состояние системы, а все остальные решения 
описы вают рассеяние из каналов Л*.

Решения t|rAi (l,t) мож но получить из волновых функций г|3д (%t)
с  помощ ью функции Грина системы G W (lt ,  если воспользоваться  
■предельным переходом Гольдбергера [6]:

Ч>л< (!0  =  Н т ч -  f  dt'-  (3)
ti-»0 J J 1

— оо

Предельный переход (3) эквивалентен использованию волновых
о

пакетов, так  как оператор Пшт]- ( ё nt' . . .  di' сводит к нулю все
Г)->0 J --00

несущ ественные с физической точки зрения переходные процессы, появ-
ляю щ иеся при внезапном включении полного взаимодействия V (§ ).
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Уравнения для функций Грина

Для получения уравнений воспользуемся техникой квантовой тео -
рии поля. Введем операторы  «поля» 4 я(%t) в гейзенберговском представ-
лении:

I (10  —  [Я , $ ( « ) ]  =  о,

[ $ ( 5 0 ,  $ + (£ '0 1  =  —  (4>

Н — j  d £ y + ( l t ) -H  (|)--ф(50-

С остояние вакуума |0> определим как состояние без частиц. Функция 
Грина, как известно, вы раж ается через Г-упорядоченное произведение 
операторов поля:

0 ,я>(У , Г О  =  < 0 1 7 -^ (1 0 , ? + ® Г )> | 0 ) . (5 )

Определим также «кластерную » функцию Грина

Ол7 (К . 1 'П  =  < 0 1 7 4 ^ ,( 5 0 .  Й ,- ( Г О !  |0>

уравнения (2 ). (Здесь операторы чфЛ; (^ ) определяются равенствами
(4) с гамильтонианом К а ,- вместо Н.)

П ерейдем к представлению взаимодействия с помощ ью унитарного

оператора =  е Ка* (Г ‘Ш :

(6>

Очевидно, функцию (It, \'t') мож но было бы определить и с по-
мощ ью операторов (6 ):

«Й ? ( it ,  I  ' П  =  (о | т & )  $ ;Л<+ « т >  j 1 о ) .

Рассмотрим (/-м атрицу (оператор сдвига в представлении взаимодей-
ствия) :

0 д ,(< , О  =  0 а ( ( 0 0 л , ' ( 9 .

Как известно [6], 17-матрица удовлетворяет следующ ему интегральному 
уравнению:

О А, (/,  Г) =  т +  ( -  <•) (  V&‘ ((<“ ) 0 А, (<“ >, Г) dtm «
i'

=  Г + ( -  i) f  UA (t, tm) V h‘ (tm) dtm. (7)
t'

Здесь VAi if) —  взаимодействие меж ду частицами из разных класте-
ров (в представлении взаи модействия):

VA‘ (t) =  ЙО

F A‘ ( l )  =  y © - F A i(|).
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П ерейдем к представлению взаимодействия в определении (5 ). Мы по-
лучим

Gm « < , | T ) =  (%'<') ОлДоо, —  оо)} |0). (8)

П одстановка представления (7) в равенство (8) дает следующ ее инте-
гральное уравнение для функции Грина:

Gw  (Ц, f t ' )  =  G&? (It, I T )  +  ( ~ i )  j  dtw J d f ]GiN) (It , l (l) t(l]) УЛ̂  (£(1)) X
—90

x o ^ amtm, vt') ft') +

+  ( — i ) j d t i , , f ‘% mGi '') ( £ t ,£ m tm) V A' ( l m) O m (£m ti,\ Z T ) .  (9)
—  00

Я дро уравнения (9) является сингулярным и соответствую щ ее однород-
ное уравнение имеет непрерывный спектр, обусловленный сущ ествова-
нием асимптотик в каналах Л j, не удовлетворяющ их условию

/  _  ' 1 \ . (  Г Л;.

Для того чтобы устранить неоднозначность, вносимую каналами Л j 
в решение неоднородного уравнения (9 ), достаточн о потребовать [7], 
чтобы функция Грина удовлетворяла одновременно всем уравнениям 
(9 ), записанным для всех возмож ны х каналов (г =  2, 3, ...). П осле 

этого  останется единственная неоднозначность в решении системы (9 ), 
которая соответствует дискретному спектру связанных состояний (ка-
нал A i).

5-матрица

Определение «S-матрицы. П од индексом А г- мож но подразумевать 
.набор  квантовых чисел в канале и определить матричный элемент пере-
хода  из состояния Лг- в состояние Л j с помощ ью соотношения, аналогич-
ного ф ормуле (3)

<5Л/лг> =  1 im т] f  е ~ ч  dt Г dl^°A (It) (%t) .
1 n-*o J J i

Определим амплитуду T (N) (It, V t' ) :

G{N) (It, V t ' )  =  GqN) (It, I 't ')  +  j  dt(X) J  dt{2) J dg{1) J d lm
—  00 — oo

(здесь Gp и введем вспомогательные функции

Й,(У) = т| j  J&<№(It, ft')<р”д,(|'П.
—  00

Матричные элементы (5Л.л,) следующим образом выражаются через 
Г1' 1 и t v



(SAjAj) = И т  j  dt j  d f  j  dl J d ^ l . ( l t ) S  ( И Л ' П Ц \ ( $ 'П ,  (10 )

где

ti-»0
------00

5 (It, l ’ t ’ ) =  b { l ~ Г )  6 (t  —  f ) 8 ( t) +  V ю (It,

П ереходить к пределу в равенстве (10) мож но только после интегриро-
вания. Функцию S(^t, I ' f )  будем  называть 5-матрицей в координатно-
временном представлении. В се дальнейшие выкладки мож но произво-
дить в операторном виде, рассматривая функции G (l t ,  l ' t ' ) ,  S ( l t ,  %'t')y 
T (|t , |'t') как интегральные ядра операторов G, S , Т. Умножению опе-
раторов соответствует интегрирование по координатам (|) и времени 
Единичный оператор 1 имеет ядро 8 (£— %,')S(t— t ') ,  а оператор V  имеет 
ядро (— 0  • V'(g) -б (| — l ')& (t— t') .

А лгебру операторов мы дополним еще одной операцией. Р ассм от-
рим очевидное равенство

<&*’ < » ,  | Г )  =  O ' - ’ d . f ,  & ' ) • ( М,  б п .  (П >

П ростое произведение операторов, действующ их в непересекающихся ча-
стях конфигурационного' пространства, будем обозначать символом 
чтобы не путать его с операторным произведением.

Разлож ение S -матрицы по типам связности . Уравнения (9) сод ер -
ж ат в качестве неоднородных членов функции Грина (1 1 ), которые 
будем называть несвязными частями f3] (им соответствую т несвязные 
фейнмановскйе графики). Н ас интересует разложение функции Грина 
по типам связности. Тип связности такж е мож но обозначать индексом 
Л*. Для функции Грина G ^  мож но получить уравнение, аналогичное 
уравнению (9 ):

Oil? =  &£}  +  O f f  (У Л/ -  VA<) G[".\ VA/ i  Va ,, (12)

которое показывает, что Gi, включает в себя смесь различных типов
связаности А ,, удовлетворяющ их условию УЛ /£ У а г  Введем амплитуды 

т и п  связности которых точно сов па дает .с типом связаности раз-
биения А ,:

Г (Л' -  £  Л « _ , +  £  7 i ' 2 _ 2 + ' . . .  +  £ 7 r  +  7’f f .  (13)
a N —  1 a N—2

С помощ ью амплитуд мож но записать разложение функции
Грина по типам связности:

0 ^ - < Г  +  <Й/' ,{ £  Л 8 _ , +  £  7 l '2 _ 2+ . . . + £ T 2 > ) G r + G W , ,G f l .
A,V—I Л/у—2 Л, (1 %

Аналогичные соотнош ения мож но записать для «кластерны х» функ-
ций Грина:

G ^ = = G ^  +  Gl>N)f ^ G ^ ,

N— 1
»(N) , rp(N)

? ! ! ? -  I  £  П 7  +  П 7 , Va ^ V a ,
;=(*+!) A(

46



Равенства (12) —  (15) однозначно определяют амплитуды Т а ? . В са-
мом деле, все Т {А)  на основании этих равенств и очевидных соотношений:
r (2 ) « ( 2 )  T ( N)  l _  r (2 ) M N - 2 )
* Л х =  I Л ,> A jy  j —  1 A i  *  UO >

7 $ .V _ « } =  т й  * +  О Щ  * T {ANr n)G{oN~ n) -Ь

+  r S M P * &о*~п)Т л ~ п) +  G(0nlT S G (0n) * Т ^ - я) 

мож но определить по индукции, начиная с N = 2 .  Н апример,
Т (3) =  Т С ) *  G (1). J4 4) =  T g  .  G (2) ; г (4) =  Т (3) .  Qg)' д 2 =  {3 >  1 } ;

7 lg  =  г £  * G P T ^ P  +  G ^ T f]  * т{1 У Р  +

+  T (l\ G f  * +  G W f i W  * T {1 \  A 3 =  {2, 2 '} .

Определение ветвей амплитуды. Перепиш ем уравнение (9) для: 
амплитуды

T [N] = 7% >  +  ( /  +  7 (Д° G ^ )  F a ‘ ( /  +  G{0N)Ta .). (16)

П одставим в (16) разлож ение (15 ). Тогда получим

T (N) =  ( /  +  T (N) GqN)) VAi + [ / + ( /  +  T (N) GqN)) V AiG{0N]'] X

X t  E +  [ /  +  ( /  +  T (N)GqN)) l A G ^ ]  Т Т ]. (17):
/=(t+i) Ау-елг ;

Вычислим по формуле (10) матричный элемент перехода {SAnA.).. 
При этом  воспользуемся следующей теоремой:

lim ^  =  "Фл ;̂
т|->0

N—1
ltm И' (/ + Glm £  £  ТЭДчй-О. (18),

j—(£+1) Ау£А.

Т]-»0 1 1 1

l im  Г М .  =  У д ^ а г  (19)*
т]-»0 ' ‘ *

Д оказательство теоремы легко получить, используя очевидное равен-
ство

lim ч f ê 'dt’ \dfaл (|iU7') ip!. (l’f ) = [ \  ! >l + 1’ч-° Л " ' ‘ | '(!л, &), AjeA,.
Из соотношений (18) следует, что ненулевой вклад в матричный- 

элемент (SAnA.) дает только третье слагаемое из разлож ения (17 ).
Мы обозначим соответствую щ ую  амплитуду T {A^AlA. (индексы A ^ A iA * 
показы вают здесь последовательность включения и выключения взаимо-
действия; знак тильда над буквой Т ставится в том  случае, если в амп-
литуду входят члены различной св я зн ости ):

TWAAlAi = *Т (у.  +  ( / 4 -  T(N)G{qN)) V ^ G ^ t T*.  (20).
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Определение (20) мож но обобщ ить на случай перехода в лю бой  другой 
канал A f

T ^ AlAi =  b IЛ,., Л,) Т {̂  +  T ^ }G{oN)VAj (G{0N) +  G{oN)TiN) G(oN)) v W q̂ T ^ K  (21)

Таким образом , равенства (20) и (21) определяют ветви 5-м атрицы  (или 
амплитуды к ответственные за переход из канала Л* в канал Л,:

SA/Ai = 6  (AJt Л,) /  +  Гл,л,л(. (22)

Предельный переход г)-М) в равенстве (22) мож но осущ ествить, исполь-
зуя представление (21) и равенство (19 ). В результате справа и слева 
выражения (21) появятся множители и ‘флуУл/Фл#» которые
нетрудно отож дествить (после факторизации 6-функций сохранения 
энергии и импульса) с амплитудами виртуального распада кластеров 
из разбиений Л* и Aj  на свободны е частицы.

Цепочки разбиений и структурные диаграммы. Амплитуда T {A }AlAl 
обладает определенной топологической структурой, которая отраж ена 
в цепочке разбиений AjAiA*. Э ту цепочку мож но продолжить влево и 
право вплоть до A n - Например, написав для разложение, анало-
гичное разложению (1 7 ), и подставив его в определение (20 ), мы м о-
жем определить амплитуду

« S U v . *  -  T {A% +k +  ( !  +  T {N)G(oN)) (23)

гДе
-  Т % К к) (V ^ +ь -  У л0 G{0N)T ^ k.

Ц епочку разбиений, начинающуюся с разбиения А* и оканчиваю-
щ уюся разбиением A n , мы будем обозначать символом

^  =  { Л £Л у . . . Л „ } ,  j > i ,  V Aj i V A ..

П родолжай процедуру перехода от определения (20) к определению 
(23) и далее, мы найдем амплитуды Т {̂ АЛ. и Т|^,яг.

Задача состоит в том , чтобы получить обобщ ение уравнений Ф ад-
деева на случай произвольного N. В работе [8] было показано, что метод 
суммирования фейнмановских диаграмм приводит, к уравнениям типа

Ф аддеева. П оэтом у будем рассматривать только такие цепочки разбие-
ний {A i?w }, которые отображ аю т последовательность включения взаи-
модействия в фейнмановских графиках. Как известно, такие последова-
тельности изображ ают с помощ ью структурных диаграмм. Н апример, 
на рис. 1 изображ ены  все структурные диаграммы в системах iV = 3  и 4.

48



Н е будем останавливаться на общ еизвестных правилах построения 
структурны х диаграмм.

Заметим только, что, начиная с N = 4 ,  сущ ествует заметная разни-
ца меж ду структурными диаграммами в стационарной и нестационар-
ной теориях, о чем уж е упоминалось в предисловии. Для сравнения на 
рис. 2 изображ ена пара а
структурных диаграмм, ко- у  К/,
торы е в стационарной тео -
рии вносят различный вклад
В. 5-м атри цу, а В Фейнманов- р ис 2  Структурные диаграммы в стационар- 
ской теории совпадаю т. : ной теории

Система уравнений для амплитуд

С истему уравнений для амплитуд мож но получить из
рассмотрения всех возмож ных, топологически не эквивалентных соеди-
нений связных структурных диаграмм {A i Я*} с несвязными структур-
ными диаграммами {A,,-, Xj}. На рис. 3 изображены все несвязные 
структурные диаграммы в системах N =  3 и 4, и на рис. 4 изображ ены

Рис. 3. Несвязные структурные диаграммы N = 3 и 4

Рис. 4. В се возможные типы соединения связных и несвязных структурных
диаграмм N —3 и 4

все топологически не эквивалентные соединения их со  связными струк-
турными диаграммами, изображ енными на рис. 1. В случае произволь-
ного N  все допустимые соединения структурных диаграмм {A i i* } с  диа-
граммами {Я?-, А,/} мож но описать с помощ ью матрицы (A W ) с мат-
ричными элементами.
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л М  _  AxlX] =
1, если соединение допустимо,
О, если соединение не допустимо.

П равило, по котором у м ож но определить, в каких случаях соеди-
нение диаграмм является допустимым, можно сформулировать на языке 
структурных диаграмм следующим образом :

В результате соединения диаграмм и Я/} образуется,
новая структурная диаграмма { Л ^ / } .  Это мож но записать символи-
чески так:

{АЛ} X iV  X'i\ = {ЛЛ(. (24)
П ри соединении (24) не долж но образовы ваться замкнутых петель,, 

которые связаны с остальными частями диаграммы только двумя ли-
ниями (в противном случае будут учтены лишние диаграмм ы ).

В качестве иллюстрации этих правил на рис. 5 изображены запре-

X

Рис. 5. Заприщенные соединения диаграмм JV=3 и 4

щенные соединения структурных диаграмм. Соединения на рис. 5, а и б 
приводят к образованию  замкнутых петель. В результате соединения, 
диаграмм на рис. 5, в образуется новая структурная диаграмма, которая 
не удовлетворяет соотнош ению (24).

Систему связных уравнений для амплитуд 7л^л,лг мож но запи-
сать с помощ ью матрицы (A W ):

£  £  <25>
V ^ i " 1 к е Л " , ’

7р( N) -т'(АГ) I
•* ЛлЛ.Х,- — * я, ~Г

у̂ (Л/) _ _ т (26)
л

Здесь через З а ? обозначено множ ество цепочек разбиений {A i Яг},. 
соответствую щ их всем возмож ны м связным структурным диаграммам, 
в системе; —  множ ество всех цепочек разбиений { Л ^ } ,  в кото-
рых цепочка ?ц- начинается с разбиения Лг-, L W  состоит из разбиений А*,.

/ " 7

N--------------и

Рис. 6. Диаграмма 
{Л », Л б}

Рис. 7. Структурные диаграммы {Л ь Л2) Л3, 
Л4) Л5)  и {Л ь Л2, Л4, As}

для которых цепочки разбиений { A iA i . . .A ^ }  противоречат правилам 
построения структурных диаграмм. Разбиения такого типа появляются, 
начиная с <V=5. Для иллюстрации на рис. 6 изображ ена структурная 
диаграмма {Л 4Л5}  в системе N  =  5, а на рис. 7 показаны все те  связные.
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структурные диаграммы, в которы е мож ет входить диаграмма {Л 4Л5} .  
Среди них нет ни одной диаграммы типа {Л 1Л4Л5} .

Система уравнений (25) —  (26 ), записанная в импульсно-энергети-
ческом представлении, после факторизации б-функций сохранения энер-
гии и импульса совпадает с уравнениями Ф аддеева [1] при N =  3. Как и 
следовало ож идать, при N ^ 4  эта система отличается от уравнений 
Я кубовского [2].

Для доказательства справедливости уравнений (25) —  (26) доста -
точно воспользоваться определениями (21) и (23) для амплитуд
и уравнениями (16) для полной амплитуды T<-NK В следующ ей статье 
будет дано такое доказательство для N —3 и 4. Для N ^ z5  вы вод урав-
нений (25) —  (26) операторным методом трудно осущ ествить из-за слож -
ности выкладок. П оэтом у сформулированные выше чисто топологические 
правила вычисления матрицы (A W ) могут оказаться полезными.

А втор выраж ает благодарность А. М. П оповой и В. В. К омарову 
за постоянные советы и обсуж дение результатов данной работы . Автор 
благодарит такж е JL Д . Фаддеева и О. Я кубовского за обсуж дение ре-
зультатов.
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