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Члены первого порядка

В работе вычислена амплитуда реакции перезарядки H (IS ) + Н + -+ Н + + Н (IS )  в 
пределе высоких скоростей налетающего протона в первом порядке теории возмущ е-
ний. Результаты сравниваются со вторым и третьим порядками, а также указываются 
неточности в выражении для этой амплитуды. Предлагается общий метод изучения 
асимптотик интегралов, встречающихся в низших порядках при разложении ампли-
туды перезарядки в ряд теории возмущений.

Введение

В настоящ ей работе изучается поведение амплитуды нерелятивист-
ского рассеяния бы строго протона Н+ на атоме водорода  Н (1 5 ) с о б -
менным электроном, т. е. простейшая реакция перезарядки

Я (15) - f  # + - » # +  +  f f  (IS ). (1)

Как известно [5], первое выражение для сечения реакции (1) было 
получено Бринкманом и Крамерсом  [1], которые в первом порядке тео -
рии возмущений учли лишь взаимодействие протона с электроном Vpe, 
пренебрегая взаимодействием протонов Vvv. Ими было найдено сле-
дую щ ее выражение для сечения:

(2)
где vo —  скорость, соответствую щ ая энергии основного состояния атома 
водорода , v ~~ относительная скорость налетающ его протона, г0 —  боров- 
ский радиус,

Взаимодействие протонов Vvv было учтено впервые Д ж ексоном и 
Ш иффом [2], однако при оценке соответствующ их интегралов ими был 
опущен вклад от важной области углов 0 » я .  В результате в [2] было
получено выражение для сечения Qds =  0,66 Q Bk -

Вклад области 0 « я  в выражение для сечения в первом порядке 
был рассмотрен М аплтоном [4]. Им показано, что дифференциальное се-
чение первого порядка имеет острый максимум при 0 « л : ,  и при а ->оо 
указанная область дает основной вклад в полное сечение, так  что 
Q ~ l / v 6 при достаточно больших v.
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Вклады членов второго порядка в сечении реакции (1) впервые 
изучались Д риско [3]. Н е рассмотрев  специально области углов 0 « я  
и фактически пренебрегая различием приведенной и полной массы элек-
трона, Д риско установил наличие тождественной компенсации отдель-
ных членов второго порядка VVPGoVpe+  VPeG0Vpp с членом первого по-
рядка Vpp. П одробно исследовав область малых углов, в которой диф-
ференциальное сечение определяется оставш имся членом второго порядка 
VpeGoVpe, Д риско нашел, что при v-+oo эта область дает главный вклад 
в полное сечение, так что фактически Q ~ l / o u . Таким образом , Д риско 
получил, что при v—yoo члены второго порядка даю т вклад в полное 
сечение более существенный, чем члены первого порядка. Результаты, 
полученные в [3], неоднократно проверялись впоследствии. В частности , 
М аплтон [6] подтвердил в основном данные Дриско, отметив, однако, 
что область углов бдал; требует дальнейшего исследования.

В настоящ ей работе более подробно, чем в [3] и [6], изучаются вкла-
ды отдельных членов второго порядка теории возмущений в дифферен-
циальное и полное сечение реакции (1 ), рассматривается общий метод 
получения асимптотических оценок соответствующ их сингулярных ин-
тегралов, встречающ ихся в отдельных членах ряда теории возмущений 
при а->-оо, а такж е проводится оценка важ ности вкладов членов треть-
его порядка.

П оказано, что в отличие от [3] и f6] нет тож дественной компенсации 
вкладов члена первого порядка V pp и соответствующ их членов второго 
порядка VppG0Vpe и VpeG^Vpp. П роисходит лишь частичная компенсация 
ведущих вкладов членов

Vpp +  VppG0Vpe- h V peG0Vpp (3)
в области углов O < 0 < jt ,  причем в результате компенсации ведущий 
вклад суммы (3) в сечении при v-^oo оказывается в (те/тр)2 (раз мень-
ше, чем вклад от каж дого слагаемого в отдельности. О днако было бы 
необосновано пренебрегать вкладом суммы (3 ), поскольку, вогпервых, 
она дает ведущий вклад в сечение Q ~ /t> 12 при р -> оо такого ж е порядка, 
как и вклад от членов Vpe+  VpeG0Vpe (член VppGoVpp дает меньший 
вклад в сечение), и, во-вторы х, в общ ей области  углов О < 0 < я  вклад от 
(3) в дифференциальное и полное сечения при и ->оо, несмотря на ч ас-

тичную компенсацию, оказы вается все же приблизительно в (т Р/те) 6 раз 
большим, чем вклад от  членов Vpe+  VpeG0Vpe.

С ущ ественное отличие нашего расчета от расчетов [3] и [6] заклю -
чается такж е в правильном учете важных вкладов в сечение, происхо-
дящ их от области  углов 0 « я .  Н ами выяснено, что в этой  недостаточно 
исследованной области углов нет даж е частичной компенсации вкладов 
члена первого по-рядка Vpp и членов второго порядка. Главный вклад 
в полное сечение Q ~  1/у6, который и определяет поведение сечения при 
достаточно больш их v , происходит от члена первого порядка Vpp, в то  
время как члены второго порядка дают меньший вклад.

Следовательно, возникшая в связи с [3] «катастроф а» с непримени-
мостью  борн овского разложения для расчета полного сечения в пре-
деле у—>оо в рассматриваемой задаче не имеет места. Для получения 
асимптотического поведения дифференциального сечения в общ ей обла-
сти углов нельзя, однако, ограничиться первым членом борцовского 
разложения.

В наших расчетах выясняется, сущ ествует ли реально область при-
менимости первого борцовского приближения для полного сечения и на-
сколько оправдано сравнение результатов, полученных в этом  прибли-
жении, с экспериментом. А симптотическое поведение сечения реакции
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(1) в первом и втором порядках теории возмущения определяется вкла-
дом  от члена первого порядка Vpp в области углов 0 « я  при о-мх>. 
Однако из-за наличия перед ведущей асимптотикой весьма малого ко-
эффициента порядка (те/тр) 2 вклад этот становится существенным 
лишь при достаточно больш их v. При не слишком больших v следует 
такж е учитывать вклад от области малых углов, происходящий от чле-
нов Vpe-}-VpeGoVpe. Фактически вклад от области начинает сказы -
ваться с энергий выше 3 М эе,  давая, например, при £ = 1 0  М э е  уж е 
около 30%  вклада в полное сечение; причем при £ = 1 0  М э е  реляти-
вистские поправки еще малы и составляю т менее 3%  полного сече-
ния, согласно оценкам, приведенным в работе {7]. Таким образом , сущ е-
ствует область достаточно вы соких энергий, в которой возм ож но сравне-
ние результатов нашего нерелятивистского расчета с экспериментом, 
причем в этой области энергий необходимо учитывать вклад члена пер-
вого порядка Vpp в полное сечение.

§ 1. Исходные формулы

Как известно [8], дифференциальное сечение рассматриваемой реак-
ции (1) связано с матричным элементом матрицы перехода в системе 
центра масс соотнош ением

- ^  =  ( 2 я ) % ^ | Г „ Р ,  (4)

где ■
-*2

Тц  =  (я ,%, IV, +  v 3 -  (Ki +  Vs) а  ( - А .  -  £„ +  ie ) (V, +  V.) | kf l l ) . (5)

В этом: выражении | t i i k O — начальное состояние системы, описы -
вающ ее свободное движение частицы 1 с импульсом &г- относительно 
центра масс частиц 2, 3, находящ ихся в связанном состоянии, харак-
теризуемом квантовыми числами я*; | rifkf> — конечное состояние, при
котором частица 2 движется с импульсом —  kf относительно центра масс 
частиц 1, 3, находящихся в связанном состоянии с квантовыми числа-
ми причем частицы 1, 2 —  протоны, с массами rri\ и т2 (так что 
/n 1 =  m2 =  m p): частица 3 —  электрон с массой m3 =  me. Для в (4) и 
,гч тр(тр +  те)
(о )  имеем выражение и0 — ----------------------  .

(2 тр +  те)>
П усть А1( k2, kz —  импульсы частиц 1, 2, 3 в системе центра масс. 

У добно перейти от указанных импульсов к импульсам:

Pi -  ? !  (6) и q1 =  - m3k*ZZj n X _   ̂ (7)
tn% -j- /Из

Выражение (6) есть импульс частицы 1 относительно центра масс час-
тиц 2, 3, выражение (7) относительный импульс частиц 2, 3. Д ругие 

•—> '•-> —>
наборы  импульсов p2q2 и psq3 получаются из (6) и (7) циклической 
перестановкой индексов.

В о введенных переменных для начального и конечного состояний 
в случае, если атом водорода находится в основном состоянии, запи-
шем
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в /
^  ^  —> л /~с\~ Qn. ^

(Pl<7l 1 ПА )  =  S3 (Pi —  &/) >- - -  ----5— —2-----  »
х 1 4 и  1 £ Я faf^Mol2

а/ (8)

< « 2 ,* a > = ^ + v ^ 1 ? V .

где —  импульс электрона, соответствующ ий энергии основного состоя -
ния атома в од ор од а — E Q(Eo =  ql  /2(лер), причем цер — тет р/те+ т р —  
приведенная масса  электрона. Входящ ие в (5 ) потенциалы Vu Уг, Уз 
являются кулоновскими потенциалами, которые в импульсном представ-
лении имеют вид

<р д |у ,1 р ;? ;) =  у (р , - р 1 ) ^ -  -» V  ( / = 1 , 2 , 3 ) .  (9)
{Я !- Я ^  

е2 <?опричем z1 =  z2 =  —  1; z3 =  1; v0 =  —  =
ft Pep

В формуле (5) G (E  +  ie ) — функция Грина трехчастичного уравне-
ния Ш редингера, соответствую щ ая асимптотике с расходящ имися сф е-
рическими волнами при 8-ИЗ. Как известно, G (E  +  ie ) удовлетворяет 
интегральному уравнению Липпмана— Ш вингера, при итерациях кото-
р ого возникает разложение G (E  +  is ) в ряд теории возмущений, или бор- 
новский ряд. П риближение, используемое в настоящ их расчетах, со -
стоит  в том , что при —  -> 0  оставляются  лишь первые два члена борнов-

V

ск ого ряда:

(Рх<?11G (Е +  is) I р;?;> ^  (p tf !  I Go —  Go (F i +  V2 +  Уз) G0 1 ~p\q\), (10)
где

\n /я i • 63(?i — Pi)63(Ti—?1) /114(p t f^ G o iE  +  te)\p q  ) = ------§ g ---------------------, (11)
Pi , b  _ r _ .
2fxp 2 i iep lG

£  k 2
причем E =  —  ----------E n =  — -̂-----E0\ e 0.

2 VP ° 2цр

При подстановке (10) в исходную ф ормулу (5) получим прибли-
ж енное выраж ение для амплитуды перехода:

Тц  =  %  =  ( « Л  I ^  +  v * -  +  к »> ° » <У* + v »> +

+  (Vi +  Va) G, (Ki +  V , +  П ) G0 (V, +  V3) I n& ) =  T f  -  7il3 +  i f 3 . (12/

§  2. Асимптотики сингулярных интегралов

При рассмотрении фактически неисследованных для членов второ-
го  порядка области углов 0 тс, а такж е при вычислении ведущих вкла~ 
дов  отдельных членов в (12) при гл->-оо, н еобходимо знать асимптотиче-
ское поведение некоторых сингулярных интегралов, зависящ их от малого 
параметра (обозначим его v ) . О собен ность каж дого из таких интегра-
лов  состоит в том, что основной вклад в асимптотику при v-> 0  дают 
окрестности  точек, в которых подынтегральное выражение становится
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сингулярным при v =  0. Эту окрестность без ограничения общ ности  м ож -
но выбрать в виде ш ара с центром в точке сингулярности. При этом  
нуж но различать следующ ие случаи. Если радиус R окрестности м ож ет 
быть выбран таким, что он мал по сравнению с расстоянием б до со сед -
ней особенности и велик по сравнению с v, то вклад от каж дой особен -
ности мож но учитывать по отдельности. При этом  часть подынтеграль-
ного выражения, несингулярная в выделенной области, разлагается в
ряд по —  и оставляется первый член разложения. Если же 6 ~ v ,  т оО
вклады от обеих особенностей следует учитывать совместно. П ри этом  
в случае необходимости мож ет быть применен так называемый метод 
«растяж ек» |9].

В качестве поясняющ его примера изучим асимптотическое поведе-
ние следующ его интеграла при v-»-0:

I -
dq ---------- (13)

[(Я —  Pi)2 +  V2]2 (q —  Ро)2 (q2 —  PJ5 - f  Yav2 —  te)

где pi, р о — фиксированные векторы, pi ~ 1 ,  p o ~ l ;  у2—  параметр,. 
Y2 — 1, a ie задет сп особ  обхода  полюса и после выполнения вычислений 
полож им е == 0. П одынтегральное выражение имеет две особенности при

-К
v- й ) :  точки q ~ p u  Я =  Ро-

—9» —>
П усть | pi - -  ро I =  I б | >  V. Тогда при v 0 главный вклад в интеграл 

дают следующие области: 1) Q-> -> — шарообразная область достаточно

малого радиуса R  (v <  R «  6) с центром в точке рг\ 2) Q-> -> —  область
q— Po

аналогичной формы и размеры с центром в точке р0. Поскольку б >  v, 
вклады от этих областей можно учитывать по отдельности, так что в 
данном случае

г ________________ А _______________ _ +
62 Q J ^  1 ( 7 - P i)2 +  v 2]2 (Я2 -  Ро +  -  ie )

q=Pi

+  \ -^ — 5---------- d~ --------------- ----- • (14)
о  (?  —  Po)2 ( ^  —  Po +  Y2v2 —  te)У->

Я=Ро
Для нахож дения ведущей асимптотики /  при v-^О расширим о б -

ласть интегрирования и до всего пространства, чтс*
дает правильный ведущий член и мож ет привести к погрешности лишь 
в константном члене по v. Тогда, обозначив первый и второй интегралы 
в (14) соответственно через 1\ и /г , получим для главных членов асим-
птотик

у __ _ 1 | ___________________ dq̂ ____________________ ______________ _____________  ̂I

1 ~  62 • ' [(? —  Pi)2 +  V2]2 (<72 —  Ро +  Y2v 2 —  /е) 62v [Pi —  Ро —  2f-vp0]

/ 2 —  Г ^ ------ — ------------- --------~ ------- —  *n v2- (16)
64 J (q —  po)2 (q2 —  Po +  Y2v2 —  «0  ^ Po

Таким образом, при 6 > v  и | jрх| —  |р0 ] j >  v имеем следующ ее разг 
лсжение для /:
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/  =  — — — -----------------------------------------—  In v2 -f- const. (17)
V 62 (p \ - p I) б*Р. ^

Рассмотрим асимптотическое поведение при v - * 0  интеграла (13) в
случае, когда | 6 | ^ v .  Сделаем в (13) замену р =  q — р0 и разобьем об -
ласть интегрирования на две области, выделив шаровую область й-»_о ра-
диуса Cv2_x с  центром в нуле, причем х  < 1 ;  дополнение £U_o до всего 

пространства обозначим через й-»_0. Тогда имеем

/ = (  f + [ ---- -------dp ■■■> ■> -------- -  = Л + Л- (18),
I J J > \(р 4- б)2 -£■ V2]2 р2 Гр2 ф  2 (р . р„) 4 -  v V  —  /е]а. Q-

Р=° р=О

где через Jx обозначен интеграл по Q-»_q , J2 —  интеграл по й-*_0 . В Jx

сделаем замену р  == v2q, при которой область £Ц_о перейдет в область 
радиуса Cv_x  с центром в нуле, причем в подынтегральном выражении9=0

опустим старшие по v2 члены при этом для ведущего члена асимптотики 
полупим выражение

1 Г ---------------- * L _ ---------- (19)
2 Гб8 - f  vaJ2 J  

Q-> 9=0 (Я Гро) 4* ~ ~  У2 —  is
Д> [б2 v2Ja

В интеграле / а в (18) положим р =  xq. При этом  область перей-

дет в область Q^_o—  дополнение шаровой области радиуса C v1-X с  центром 
в нуле до всего пространства. Опустив старшие по v члены, получим

^ 7 7  Г  ■» _  . ^  ^ --------------- , (20)
2v _ J  ((? +  6 ) » - f i p ,*!(<?,р . ) ' /eJI £2->

где j£| =  ^  1.
v

П роинтегрируем (20) по угловым переменным g и, воспользовавш ись 
00

тож деством  — 2 j" , обнаруж им, что единственным
о

интегралом, который расходится на нижнем пределе, является инте-
грал:

1 Г d p__________________ 1__________  1п 2 p 6 co s9 p 05 -  Р 1/г 2 1 ^

Ре J Р [(р2 б2 4* I)2 —  (2рб sin бро?)2]3/2 2рб cos б/уГ-ф- D 1/j Cv1—"

где D  =  (р2 +  б2 +  I)2 —  (2p6sin 6 р06)2.

Выделяя расходим ость с помощ ью интегрирования по частям, находим
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J ~ ----------- № ------ ln Cvl_ „  (22)
t52 +  v2]2po

Учитывая (19 ), для ведущей асимптотики /  при v- й )  и 8 « v  оконча-
тельно получим

I  — ----------- —----------[ In v +  const]. (23)
Ро [б2 - f  v*j* 1 J v

§ 3. Члены первого порядка

И спользуя метод, изложенный в § 2, рассмотрим асимптотическое 
поведение при v->oo  членов 1-го порядка в (12 ):

Tif = <*/»,1 Vx + Уз\%щ) s r, + Г,. (24)
П ри этом  получим такж е асимптотические выражения для некото-

ры х интегралов, возникающих при исследовании асимптотик членов 2-го 
и 3-го порядков в (12). Кроме того, выражение для ведущих вкладов 
членов 1-го порядка потребуется для сравнения с ведущими вкладами 
членов 2-го  и 3-го порядков, рассмотрение которы х будет проведено в 
последующ ей статье.

Введем необходимые обозначения: q{ = ^ - —— kf —  kL— «передаваемый»
м  —> —>

импульс 1. -й частицы, qf =  —— - kt —  k f —  «передаваемый» импульс 2-й ча- 

ttlстицы, М  ■■■■■■ —В- , причем в рассматриваемой задаче | kt |=| kf\ =  kQ, так что те '
2 2 -  ~  1 ~  1 ^  Яо г,ф  =  qf\ кроме того, обозначим qt — — qp q f =  —  qf , rj =  . В этих

kQ ' k0 1 ko
обозначениях имеем выражение для Т3:

Г 3 =  — ~  т] Г --------^ ^ ^ --------------- , (25)
л Ч °  J 1(Р -  ? / ) а +  л2]2 [(р +  й 2 +  r f ja f

\т 4 4где N  — q0v0.

При rj - » ( )  главный вклад в асимптотику Т3 дают области Qp =  qf , Qp =

=  —- qt, причем, если I qt +  qf I >  "П, вклад от каждой области можно учи-
тывать по отдельности. Это приводит к асимптотике

г г  ^  m  2 р dp    2 N  /0£\
3‘—̂  "«ьб ^ ~  ~  \ _» ^  ^ z* * ' '

0 I f  {Я1 +  7/)4 я~г + № +  41 )2 +  Л2]2 4  q] (fli -ф- ̂ /)4

—*
Если I f t - ’•■■fy | ~ т ь  то  области пересекаются, и при вычислении веду- 

щих вкладов следует учитывать область, содерж ащ ую обе точки р =  qf , 
-* ~р =  —  q; , но в этой области несингулярен потенциальный знаменатель.

 ̂ •—> —* —>
Сделав в (25) замену q =  p —  qf и для нахождения ведущей асим-
птотики расширяя общ ую область й-»_о до всего пространства, по-
лучим
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Рассмотрим далее

J V 1(q —  qf) ^ i {q)dq =  ^ f {qi) ( q f \V1\ni) ,  (28)

где  (q) =  (<7 1 nf ), %  (q) =  (q  | щ).
Заметим, что \ni) —  собственная функция уравнения Шредингера для дви-

q20
жения в поле Vx с  собственным значением —  Е 0 = ---------- , так что

Отметим, что учет члена Т\ приводит к выражению для сечения 
Q b k  (2 ), полученному в [1].

А симптотическое поведение Т$ рассматривалось в [4]. Н аши резуль-
таты  отличаются от результатов, полученных в [4], тем, что в вы раж е-
ние для коэффициента N  входит в действительности приведенная масса 
электрона, в то время как в указанной работе подставлялась полная 
масса электрона. Х отя  это отличие само по себе является незначитель-
ным, однако при сопоставлении вкладов членов первого и второго по-
рядков  его н еобходимо принимать во внимание.

1. B r i n k m a n  Н.  С.,  K r a m e r s  Н. A. Proc. Acad. Sci. Amsterdam., 33, 973, 1930.
2. J а с k о s n J. D., S с h i f 1 H. Phys. Rev., 89, 359, 1953.
3. D r i s k о  R. M. Thesis, Carnegie Institute of Technology, 1955.
4. M  a p 1 e t о n R. A. Proc. Phys. Soc., 83, 895, 1964.
5. B r a n s  d e n  В. H. «Advances in A tom ic and M olrcular Physics», 1, 85— 149, A ca-

demic Press, N. Y .— L., 1965.
6. M  a p 1 e t о n R. A. Proc. Phys. Soc., 91, 868, 1967.
7. M  i 1 1 1 e m a n М. H. Proc. Phys. Soc., 84, 453, 1964.
8. Г о л ь д б е р г  М. ,  В а т с о н  К. Теория столкновений. «М ир», 1967.
9. Т о л м а ч е в В. В. Теория бозе-газа, 1969 (в печати).

Поступила в редакцию Кафедра
28.9 1968 г. химической механики

2 цер

т1 =  —  (я j  +  «  Ь  (fc) ^ (29)

(30)

Итак, асимптотика T\f  определяется следующим выражением:

(31)

•если ( J  + ? / ) 2 >  ql\
rpl в
1 if

2N (32)
I3 ’

«ели  {q t +  qf)2 ql .
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