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МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ В ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИ ЯХ

В статье метод усреднения Боголю бова, развитый в основополагающих работах
I I ,  2] для дифференциальных уравнений, расширен на некоторые классы нелинейных 
•интегральных уравнений. Принцип усреднения заменен более общим принципом частич-
н ого  усреднения. Д оказана теорема, обосновываю щая усреднение на конечном интер-
вале. Рассмотрен пример задачи, относящейся к теории автоматической регулировки 
усиления, в которой используется развитая теория.

Введение

В настоящ ей статье излагается принцип усреднения для систем ин-
тегральны х уравнений вида

x ( t )  =  в J /С [ e ( t  —  s ) ] f ( s , x ( s ) ) d s ,  (1)
о

где х, К, f  —  точки «-м ерн ого евклидова пространства, е —  малый поло-
жительный параметр,

t
x ( t )  =  8 j  K ( t ,  s, x (s ) )d s ,  (2)

а\це x, К  —  точки я-мерного евклидова пространства, е —  малый пара-
метр.

Усреднение в системах вида (1) тесно связано с  усреднением в си-
стем ах  в стандартной ф орме Н. Н. Б оголю бова , развитым в основопо-
лагающ их работах [1, 2}.

Задача Коши для системы в стандартной ф орме сводится к системе 
интегральных уравнений, являющ ейся частным случаем системы (1) 
(с  ядром е е х р [— «/!]). Д опустим , что функция f ( t ,  х )  представлена в 

виде

/  (*. х) =  /о  (*, х )  +  Д  (t, х ) (3)
и пусть равномерно по x^D <=:E n и ^ > 0  сущ ествует предел



Тогда системе (1) мож но поставить в соответствие частично усреднен-
ную систему;

t

В частично усредненной системе функция f 0(s, £) имеет явную за-
висимость от s. Такое обобщ ение принципа усреднения вызвано при-
кладными задачами. В теории колебаний, в теории регулирования и 
радиотехнике часто встречаю тся системы, подчиняющиеся уравнениям 
вида (1),  в которы х функции f ( t ,  х ) наряду с быстрыми колебаниями 
по t содерж ат медленные движения. В инженерной постановке задачи 
решение уравнения долж но существенным образом  реагировать на эти 
медленные движения. Усреднение в обычном смысле, когда fo(t , х )  =  
= f o ( x ) ,  в таких задачах неприменимо.

Частичному усреднению мож но придать смысл усреднения на ко-
нечном интервале времени, понятие о котором введено в работе [4].

Уравнения вида (2) рассматривались в теории усреднения А. Н. Ф и-
латовым [3]. Уравнение (2) дифференцированием по t сводилось к ин- 
тегро-дифференциальному, а затем проводилось усреднение. Д оказана 
теорема, устанавливающ ая близость решений усредненного и исходного 
уравнений, совпадаю щ их при / = 0 ,  на конечном интервале времени
u - h ( о < я

Однако при весьма общ их условиях усреднение мож но проводить 
непосредственно в уравнениях вида (2 ). При этом  близость решений 
исходного и усредненного уравнений имеет место на сущ ественно боль-
шем интервале времени —  порядка Le~l.

В настоящ ей статье теорема о близости решений исходного и усред -
ненного уравнений доказы вается с помощ ью непосредственного их 
сравнения методом, предложенным в работе [5].

Усреднение в системах вида (1)

Функция y ( t ) ,  записанная в виде

у(1)  =  е j / f [ e ( f  —  s ) ] f ( s ) d s ,  (6)
—оо

называется истокообразнопредставимой через ядро уравнения.
Л е м м а  1. П усть функция f ( t )  (— оо, оо )]  измерима и ограни-

чена, а функция K ( t ) ( z L i ( — оо, оо ). Тогда для лю бого б > 0  м ож но 
указать такое h (б ),  что при \щ— u2\ < h (6 )  равномерно по е > 0  выпол-

< 6 ,  в  котором y ( t )  определяет-няется неравенство

ся формулой (6 ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу ограниченности f i t )  сущ ествует чис 

ло  N, такое, что

IУ (h)  — У(к) I <  eJV J  | К  [e (tx —  s)] —  К  [8 (tz —  s)] dsy
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введем замену et\ =  U\, е^  =  «2, ss =  v, тогда  получим
00

у  (~ ^ ~ ) ~  У (~^е~) I ^  N  1  1 ^  ^  ~  ^  ~~ ^  ^  ~  V *dv'
---- С©

О тсю да, в силу того, что K ( t ) ( z L i ( — оо, о о ) , по свойству интеграла 
Л ебега [6], следует утверждение леммы.

Л е м м а  2. П усть функция К  (<) и f\ ( t , х ) определены для 
t £ \(— оо, оо) и x £ D C . E n и пусть выполняются следующ ие условия:

а) f i ( t ,  х )  удовлетворяет условиям К аратеодори;
б ) сущ ествует такая постоянная N t что в области  определения 

х )  |<W ;
в) сущ ествует суммируемая функция H (t )  и постоянная Я 0, а так-

же неубывающ ая функция (а ) ( а > 0 ) ,  Н ш ,ф ( а ) = 0 ,  такая, что для
а-»0

/ €  (— оо, оо) и x £ D

t»
и на любом конечном отрезке [fx, ?а] J Н  (t) dt <  Я 0 (t2 —  tt);

h
г) равномерно по x ( z D  и (а, в) ( а й в  могут быть и бесконеч-

о
ными) сущ ествует предел

to+T
l i m —  Г f x (t, x ) d t  =  0;
Г —>оо Т J 

*0
д ) K ( t )  интегрируемая функция на (— оо, оо ).
Тогда, при всякой функции y ( t ) ,  определенной ф ормулой  (6 ) и 

принимающей значения в области  D , для лю бого 8 > 0  мож но указать 
такое ео, что при выполняется

|е j /C [ 8 ( ^  —  s ) ] f ( s ,  r / (s ) )d s | < 6  
—00

равномерно по (а, в ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П роизведем замену s (t— s ) = u ,  при этом  м о-

ж ем записать
СО оо

/ ( f )  =  e J /С [в (< —  S ) ] ( s ,  у (s))ds =  (7)
—00 —00

П оскольку функция K ( t )  интегрируема на (— оо, о о ), то по свой-
ству интеграла Л ебега  [6] для л ю бого 6 > 0  мож но произвести такое 
разбиение интервала (— оо, оо) на конечное число интервалов и по-
строить такую  функцию К (t)  . принимающую постоянные значения на 
каж дом из отрезков разбиения, что

.00

(8)
— 00

Причем сущ ествую т такие постоянные Т\ и 7 V  что K ( t )= =  0 при t< T \
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и при t > T 2. В силу этого утверждения мож но записать \I(t) +
+ М 0 ,

du.
СО

где I v t ) =
--ОО

Т%

/ . ( 0  =  1 J  * ( « ) Л [ < — Г ’ » ' ( < - ' г ) ] ‘Н ‘
+Л

Из (8) и условия б) получим Интервал [Ть Т2] разо-
О

бьем на п конечных отрезков таким образом , чтобы  все точки разрыва 
функции K(t)  совпали с точками разбиения. При этом  некоторые точки 
разбиения могут и не совпадать с точками разрыва. Длина каж дого 
отрезка разбиения Л г- ( г =1 ,  2, 3 лежит  в пределах

—  <  mes А; <  —  (а, (5 =  const >  0).
п п

М ож ем  записать
П

i=  1 A i

где Ki —  значение К  (0  на Л£.

Обозначим t ) i =  у  (^ t ------—  j , где щ —  начало отрезка At и /С0 =

=  шах | Ki |, тогда получим / 2 (/) <  (/) +  S2 (t),

i= i
d u ,

n
du

i=i Ai

Оценим В силу в ) запишем

S i (0  <  К 0Н0Ц  ^шах шах у  ( t  —  —  y t |).

В силу леммы 1, при оо

шах шах
I и£А,

и равномерно по 8. Следовательно, мож но указать такое п0, что при 
п > п 0 S1( t } < ^ ~  равномерно по е. Зафиксируем п  и оценим вторую

О
су м м у S2(t I, В силу условия г) мож но построить такую монотонно-убы - 
ваю щ ую  функцию <р(¥0, стремящ уюся к нулю при t-+-оо, что во всей 
области  D  равномерно по £0€  (а, Ь)\

| j / i ( f .  0 ) < # I < I< I< P < <) -
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Откуда
П

i=  i

П ри фиксированном п S2( t )->-0 при е->0 равномерно по t(z  (а, Ь ), так 
что для л ю бого  б > 0  мож но указать такое 8о, что для 0 < е < е о  будет

6выполняться неравенство S2 (t)<C. —  равномерно по (а, Ь ). Из оце-
3

нок  для / ь I2, S 2 следует утверж дение леммы.
Эта лемма является обобщ ением одной известной теоремы  Н. В и-

нера [7], которая имеет место при y ( t ) =  const и непрерывно дифферен-
цируемой функции K ( t ) .

Замечание 1. Если в лемме 2 интервал (а, Ь) конечный, то усло -
вие г )  эквивалентно требованию, чтобы  в D  сущ ествовал  предел

т

Н л 4  x ) d t =  0.
i  J

о

Замечание 2. Утверждение леммы 1 имеет место и в том случае, 
«ели  ядро не содерж ит явно малого параметра е, но удовлетворяет 
условию \К'(t)  \<&К\, где К\ =  const <  + о о .

Т е о р е м а  1. П усть функции, входящ ие в уравнение (1) ,  опреде-
лены для ^ > 0  и х,  принадлежащ их области D c z E n, и пусть выполня-
ются условия: а) сущ ествует непрерывное решение уравнения (1),  при-
нимающее значения в области D;  б )  выполняются условия леммы 2;
в ) функция /о ( t , х )  удовлетворяет условию Липшица

\f0( t , x ' ) - f 0( t , x " ) \ < l \ x ' - x " \ ,  

у х ' ,  х " £  D  и t >  0;

г )  функция K { t )  ограничена: |/С(^)|<Хо.
Тогда лю бом у сколь угодно малому т^Х) и сколь угодно больш ому 

L долж но соответствовать  такое ео, при котором | = £(^ ) есть решение 
усредненного уравнения (7 ), определенное в интервале 0 < £ < о о  и ле-
ж ащ ее в области  D  вместе с г)-окрестностью . Для 0 < е < е 0 в интервале 
0 < ^ < L /g  справедливо неравенство |я(£)— 1(£)|<ТЬ в котором  x ( t )  есть 
решение уравнения (1) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычитая из (1) (7 ), получим 
t

х  (t) —  I  (t) =  8 j  К  [e (t —  s)) [/o (s , x  (s)) —  /о  (s, I  (s))] ds +
0

t
+  8 j* /С [e (t —  s ) ]A (s ,  x (s ))ds.

0

Оценим уклонение |x(^)— g(?)| на интервале Le~l. В силу в) и г) 
имеем

I*  — £ | < tf< A  f \х—  l\du +  e\ J /C [e ( /  —  s ) ] / i  ta *  (s)) ds,
о 0

(es =  m; 0 < « < L ) .
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Н а основании лемм 1 и 2 для лю бого т] мож но указать такое ео, ч то  
при 0 < !8 < ? о будет выполняться:

О тсюда из (10) в силу леммы Гронуолла— Беллмана следует утвер-
ждение теоремы.

П усть подынтегральная функция в уравнении (2) представима в 
виде суммы

Тогда уравнению (2) мож но поставить в соответствие усредненное урав-
нение

Решение этого уравнения при некоторых условиях мож ет быть 
близким к решению уравнения (2 ). Н а функцию K (t ,  s, х ) налагаются 
ограничения такого ж е характера, как и условия а ) — д) теоремы  1.

Д оказательство такой теоремы  мож но провести методом работы  [5].

О переходных процессах в системах АР У со сложным фильтром

Рассмотрим систему автоматической регулировки усиления для; 
РЛ С  с коническим сканированием луча. П роц есс регулировочного на-
пряжения в такой системе определяется уравнением следующ его вида:

где A ( s )  (1 t - m c o s w o s ) — входной сигнал системы, причем A ( s ) — мед-
ленно меняющаяся функция, определяющ ая амплитуду входного сигна-
ла, iC(^) — коэффициент усиления, зависящий от регулировочного на-
пряжения, G (t)  — переходная функция фильтра А РУ .

При проектировании А Р У  фильтр обычно вы бирается по частотной 
характеристике. П усть фильтр состоит из последовательности двух  ли-
нейных фильтров, сглаж ивающ его фильтра с частотной характеристи-
кой

00
8 j  К  [е (t —  s)] f x (sxv (s)) ds J <  y\e-k°kL.

— oo

Усреднение в системах вида (2)

К  ( t , s , х )  =  /С0 ( t , s, х)  +  K i  i t ,  s, x ) , 

и пусть равномерно no x (z D C l  Е п и £ > 0  сущ ествует предел

г
lim  —  I К\ (t , s, х ) ds =  0.

t

x ( t )  =  j* G (t —  S) A  (s) (1 +  tncos oo0s) К  (x  (s)) ds,
о

(9>

W x ( m )  =
1 4- mT

(1 0 )
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и запирающ его фильтра —  пробки типа двойного Т -образн ого с частот-
ной характеристикой

_ л\2
W 2 (ш )

(Оц — /26(0 — со2

О бщ ая частотная характеристика W(i<a) = W i ( m ) W z ( m ) .
П роделав над ней преобразование Фурье, получим переходную 

функцию

G (0  “  ехр ( —  y )  +  ехР (—  6t) sin “ о*. t > 0 .

Заменой переменных со0t —u, аз0S =  v и введением малого параметра 
«=■1/(007’ уравнение (9) сводится к виду

U
х  (и) =  е J  Gj (и —  v) А  j  (1 +  т cos v) К  (х (v)) dv, (11)

о 0)0

где

Gx (и) — ехр (—  ей) +  26s ехр (— еЬТи) sin и.

В силу теоремы 1 и замечания к ней к уравнению (11) применим прин-
цип частичного усреднения (при соответствующ их условиях на A \ t ) ) .  
Частично усредненное уравнение имеет вид

U

% (и ) =  s j  G ,  (и —  V) А 1 - ? - )  к  (| (t>)) do. (12)
О

Э то уравнение мож но заменить приближенным еще более простым. 
Обозначим

 ̂(г.) =  л л: (| (о»,

тогда  мож но записать
и

% (и) =  е ^ G ^ u — v )y (v )d v .  (13)
о

П рименив к (13) преобразование Лапласса (с учетом  замены перемен-
н ы х ), получим

l ( p )  =  w  (Р) У (Р) =  Wi (Р) (У* (Р) У (Р)) =  В Д ( Р )  
и, произведя обратн ое преобразование Л апласса, получим

U

|(w) =  е J ехр [в (iи —  и)] z (v) dv. (14)
о

В то ж е время
V V

z (v) =  ^ G2 (v  s) у (s) ds =  |  G3 (v  —  s) A  j  К  ( i  (s)) ds, (15)
о 0 0
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где G2( v ) — переходная функция фильтра:

(?21> =  б (v) —  еб Т  ехр (—  еб Tv) cos v (16)

(дельта-функция играет роль оператора тож дественного преобразова-
ния).

П одставляя (16) в (15 ), получим
V

г ( р ) ~  А  К  (£ (v)) —  J  e W  ехр [ебТ  (s —  v)] cos (v—  s) A  К  (£) ds.
о

Последний интеграл представляет собой  усредняемую функцию пере-
менной v, причем среднее равно нулю.

Применяя в уравнении (14) к функции z ( v )  принцип частичного 
усреднения, получим

U

8  (и) =  J  е ехр [ e (v ~ u ) ]A  ~  j  К  ( 6  (у)) dv. (17)
о

С огласно теории, решение этого уравнения при достаточно малом е 
близко к решению исходного уравнения (12 ). О тсю да следует, что пере-
ходные процессы в рассмотренной системе определяются в первом при-
ближении сглаживающ им звеном фильтра.

Уравнение (17) много прощ е исходного и решение такого уравне-
ния при различных А  и К  уж е исследовалось многими авторами.
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