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ОБ УСРЕДНЕНИИ В КВАЗИЛИ НЕЙНЫХ СИСТЕМАХ

Рассмотрим квазилинейную систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
вида ■ •

2/ =  Л (fi) # -ф /  (ц , |, У, I ,  t , е ),

|х =  е М ([г , y ,  l ,  t ,  е ) , (1)
Л
g =  v ( [x ) - f  eS ([л, у ,  t ,  е ),

где у = { г ,  . . .  ; х = {jlii , . . .  , (ie\, | =  . . .  А  (ц) —  /w i -матрица, е > 0 —

малый параме р, Системы типа (1) изучались с помощью асимптотических методов 
(см. [1]— {4]). В настоящей заметке мы рассмотрим применение к системе (1) общей 
методики усреднения нелинейных систем, описывающих медленные и быстрые движ е-
ния, развитой и [5]— [7]. Для применения указанной методики необходимо преобразо-
вать исходную систему (1).

Преобразование системы (1 ) . Будем предполагать, что в некоторой области пра-
вые части (1) достаточно гладки, все собственные значения матрицы A  (|i) имеют 
неположительные вещественные части и, кроме того, чисто мнимые собственные зна-
чения имеют простые элементарные делители. Мы считаем также, что кратность со б -
ственных значений и элементарных делителей постоянна в указанной области. Замена 
y  =  U (n, t) +  и. где U —  частное решение вырожденной неоднородной системы (при 
е = 0 ) у= А у -\ -:. а = 0 , | = v  (для U легко мож ет быть выписано явное выражение) при-
водит (1) к виду

и =  А  ([х) и -j- eg’ (jx, и, , s ) , (2)

ц == еМ  ([А, и, Ф, е ),

■& =  v (ц) 80  (fx, и, ■б1, е ) ,

где { ii ,  .... git—i, 0 .  При указанных условиях сущ ествует неособое_гладкое преоб-
разование z = 3 (\ i ) t i ,  приводящее систему u = A u + E g  к виду z ^ l z - j - s g ,  гДе матрица 
/ (jll) имеет нормальную ж орданову форму. Если предположить для простоты, что 
матрица А (ц ) имеет простые собственные значения, то  в качестве строк матрицы В 
мож но взять :обственные векторы матрицы А', транспонированной к А. П роводя для 
этого случая < системе (2) преобразование 2 = В ([х ) и, вводя вещественные комбинации 
новых перемечных z  и заменяя переменные, соответствующ ие чисто мнимым собствен-

ным значения ч , по формулам

у  (Z2/-1 Z2/)  =  Fj  COS X]j , (22/_ i  —  z2j) =  F j sin  Т1/,

придем к сискм е вида

ц =  гМ  ([г, F , k , h , I, r\, ■&, e ),

F =  e F ( p ,  F ,  k ,  h , I, T], ■&, e ) ,

^ =  со (jx) +  e tf , F , k , h , I , T], f t , e ) ,

•& =  v (jx) -ф- 80  (p., F ,  k , h , l ,  “П, ■&, e ) , (3)
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& =  x ( [ x ) £ - f  е /С (ц , F , k , h , l , т], ft ,  e ) , 

h =  а (ц )  h P (и) /  +  ( f i, F , k ,  h , I, t) , •&, e ) ,

’l =  p ([x) h 4  а (|л) 1 4 - &L (ц, F, k, h, I, tj, Ф, 8),
где ±«о(| л ), х(|л), <x(ja) ±ф (|л ) — собственные значения матрицы Л(|л), функции F, И, 
К , Ж ,Ь  —  некоторые линейные комбинации правых частей (2) с коэффициентами, за-
висящими от /х, для которых могут быть выписаны явные выражения. Объединяя пере-
менные (I и F  в вектор х, переменные г) и Ф в вектор -ф, а переменные k, h, I в век-
тор q, мы запишем (3) в виде

х =  sX (х , ib, q, е ),

ф = = ю (л :)4 -еЧ )'(л:, г|;, q, е ) , (4)

q = * y ( x ) q  +  e Q (x ,  “ф , q ,  s) , 
где у (Х )  — клеточно-диагональная матрица с  клетками типа х (х )  или 
В общем случае (при кратных собственных значениях) (1) преобразуется аналогичным 
образом.

Усреднение системы (4 ) (нерезонансный случай). Рассмотрим усреднение систе-
мы (4) в первом и втором приближении по степеням малого параметра е, следуя общей 
схеме, развитой в [5], [6]. В первом приближении запишем систему (4) в виде

'х =  еХ1(х, Ц>, <?)4в2 . . .  , * 1  =  * 1 е=0.

ф =  О) (х) 4 - 8 . . . , (5)

? =  У(*)? +  8 . . .
Введем средние значения правых частей (5) по формулам

г

X i(x )  =  lim  —  С х ^ х ,  с о ( х ) ^ 4 - ^ 0, ф ( 7о, x ,  t ))d t , (6)
T-*X> I J

0
где ij; =  со (x)  ̂4  "Фо. Я —  Ф (Чо. х  > t) —- общее решение вырожденной системы, которая 
получается из (4) при s — 0 (л|)0 и q0 —  значения переменных 'ф и  q соответственно при 
t — 0). Произведем в системе (5) замену х — х  +  e « i ( х , л|>, q) 4 -  0 (s2) , ij) =  г|з =  со (х )^ 4

-  -  дих
4 - 1|)0 4  0 (е ) , q =  q =  ф (?о > х ,  t) -\-0 (е ) , где их —  решения уравнений — —  со(х) ф

д\р
ди.\ -  -  _ ~  _

4 - — “  у  (■*) Ч — , Х г — Х х —  Х х , которые можно взять в виде
dq

t

«i
О

=  j* X i ( x ,  со(х) t 4 -ф о , ф(<?о, X, t ) )d t , ty =  c o (x )* - f  ф0 , q =  q>{q0, х ,  t) .

Н азовем усредненной системой первого приближения систему х = г Х ( х ) .  М ож но 
утверждать, что при выполнении некоторых дополнительных условий (см. [5], [6]) 
решения х  усредненной системы и исходной системы (5), совпадающие при /= 0 ,  будут

асимптотически близки на интервале t --------- .
8

Во втором приближении по 8 запишем исходную систему в виде
д х

x  =  e X t (x , 1]з, < 7 )4 е 2Х 2 (х , а|з, <?) 4  s3 . . .  , X ,  =  ~ —
де  8=0

i? =  <o(x) +  e V 1 ( x , y , q )  +  e * . . .  , =  1®г (е==0, (7)

ч = y W  ч - t s Q i  (х , q) 4 -е 2 . . .  , Qi =  Q|e=o.
Усредненная система второго приближения имеет вид

х =  г Х у (х) 4  е М 2 (х ) , гр =  со (х) 4  еВ г (х ) , ~q =  у  (х) q. (8)

Коэффициенты щ , у ,  преобразования х =  х  4  е%  (х , г|), q) 4  е2« 2 ( х , (?) 4  е3, . . .
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4 -eui  ? . я) 4 - s2 • •• . Я =  Я Ф ' &Wi ( х , я|), q) +  е2 . . .  , приводящего [7] к [8] „

и функции Аг и Bi определяются по формулам, указанным в [5]. Аналогичным обра-
зом могут быть построены приближения лю бого порядка по 8. Здесь предполагается, 
что средние типа [6] сущ ествуют и достаточно гладки. При некоторых общ их -ограни-
чениях (см. [5]) это условие действительно выполняется. Кроме того, при вычислении 
[6] следует вместо ф (qo, х , t) подставить нулевые значения.

Резонансный случай. Рассмотрим случай, когда для некоторого значения х=х&  
выполняются соотношения N jd>(xo)=0, /= 1 ,  ..., г, N , —  целочисленный вектор (этот 
случай будем называть резонансным). В водя новые переменные vpj—N ^ ,  / =  1, ..., г 
(расстройки), как это  сделано в [7], можно получить уравнения, определяющие ста-
ционарные резонансные значения медленных переменных х  и расстроек ф, и получить 
достаточные условия устойчивости найденных стационарных режимов.

Пример. В качестве примера рассмотрим уравнение колебаний резца, встречаю -
щееся в теории резания металлов:

1 •• С . ГС
x 4 - ~ ^ r x J r  —  x 4 - — ~ x  =  e f ( x , x ) ,

Т  m тТ

где Т, С, тп - - достоянные, /  —  некоторая нелинейная функция. П роизводя замену 
x =  G + F  cost|x для G, F, г|э получим систему уравнений, являющуюся частным слу-
чаем (4), котоэая мож ет быть усреднена по предложенной схеме.
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А. Т. ПОЛУХИН

ВЛИЯНИЕ СТРУКТУРЫ ПУЧКА НА УСТОЙЧИВОСТЬ  
УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКИХ ЧАСТИЦ В ВОЛНОВОДЕ,  

НАГРУЖ ЕННОМ  ДИАФРАГМАМ И

Экспериментально обнаружено [1], что в линейных электронных ускорителях при 
определенном токе, получившем название порогового, возникают неустойчивости, раз-
решающие пучок. Такая неустойчивость связывается с усилением пучком возникающих, 
в диафрагмированной камере ускорителя аксиально несимметричных волн [2]. Низшая 
гибридная мода этих волн Н ЕМ п имеет фазовую скорость равную с, и эффективна 
взаимодействует с ультрарелятивистским пучком. Анализ неустойчивости для моно-
энергетически х пучков частиц и осевых токов выполнен, в частности, в работе [3]. 
В настоящей работе исследуется зависимость неустойчивости от разброса частиц по> 
импульсам, а также от распределения плотности частиц. Показывается, что для неко-
торого довольно широкого класса распределений плотности в пучке указанная неустой-
чивость не имеет места. В случае неустойчивости даются формулы для пороговых то-
ков.

Представим возмущенную часть поля в виде

Е =  Ev ехр (Ш  — ikz ), (1)

где величина E v является медленной функцией координат и времени. Нами исполь-
зуется цилиндрическая система координат с осью z  вдоль оси волновода. Представ^-
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