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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СЕЧЕНИЯ ПЕРЕЗАРЯДКИ  
В НИЗШИХ ПОРЯДКАХ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЯ  
ЧЛЕНЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА И ОЦЕНКА ЧЛЕНОВ 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В настоящей статье, продолжающей i[l], рассмотрены члены второго порядка в 
выражении для амплитуды перезарядки при 1 s -> l s рассеянии быстрого протона на 
атоме водорода. Сделана такж е оценка вкладов членов третьего порядка и выписаны 
выражения для дифференциального и полного сечений. В работе сохранены обозначения 
и использован метод расчета [1].

§  1. Члены второго порядка

Выражение для амплитуды во 'втором порядке теории возмущений 
складывается  из следующих членов:

T f  =  { k,n ,  | VaG0V a +  V A V t  +  V & V ,  +  V-fioV, | k ,n ,) =

=  ^33 +  TZi +  T13 +  Т1г. (1)

Ори 'вычислении ведущих асимптотик отдельных матричных элемен-
тов используется метод, изложенный в § 2 (работы |[1].

Для упрощения записи последующ их интегралов введем обозначе-
ния:

а =  — ^ ;  Ь =  — 22— ; с =  ~ =  З ц  K  =  \%\ =  \t\.
me -\-mp tne +  trip 2  (me -j> mp) v 1

Рассмотрим сначала матричный элемент

Г33 = 1 dptyf Ср — okf) ̂  (Р + а%) х

V z { q - k t + Y P ) Vz \ (l - ki - - J P ) dq. (2)
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При v <  1 основной вклад в асимптотику будут  давать следующие области.
1. В интеграле по р области локализации волновых функций —  окрест-

ности точек р  =  ak{ , р = — ak t. Если (дг- +  9 /)2 >  qo, то эти области будут 
хорош о разделены, и вклады от них можно учитывать по отдельности. 
Обозначим эти области Й-» .

р —a kf р = —а kг-

2. При р £  Qh>_ наибольший вклад в интеграл по q будет происхо-

дить от окрестности точки q =  ckf, в которой при и -> 0  совпадают сингу-
лярности G0 и У3, в то время как Уз несингулярен в этой точке. Обоз-
начим эту область

q = c k f '

3. При р £ q f -Q ^  -* совпадают сингулярности У3, G0.
г 4  p = —ak- ^ q ^ c k t

Таким обр азом , асимптотика Г33 будет определяться следующими 
интегралами:

7 33 як 2цдая|>, ( ^  +  ^ )  Уз Ы  J  (Р —  akf) X

p = a k f

X  Г ------- ---------------------------- 2 |*ppty  (J  +  qf) У 3 ( )  X
J — с2̂  - f  2цррЕ0 — is bi-» —> 

q = c k f

X  V dpifo(p +  a£ ,). U ? ---------------------------------------
a^ J _  f i j  -* ^ - c \ ^ 2 i x ppE0- i e

p = —ak, q = c k ,

(3)

Каждый из интегралов no q заменой q =  k0q' приводится к виду, рассмот- 
ренному в [1], см. (16). А симптотика интеграла по р получена в [1], 
см. (2 6), так  что при о-»-0

гг: 2N iv  In и2
(4)

i r 4  4
где N — — — 90̂ 0- 

л2
Если (<7г+ д Л 2 =  qo, то области Q-» ^  и Q-> -> будут пересекаться,

• p = a k f  р = —ak£

и главный вклад в интеграл будет давать общая область Q-», содержащая

обе точки, однако когда р £  £U , области сингулярностей в интеграле по q
будут по-прежнему хорошо разделены, и вклад от  них можно учитывать 
по отдельности, причем для каждого вклада получено выражение, анало-
гичное (16) [1 ]. Асимптотика интеграла по р была вычислена в [1] (27),
так что в случае (q£ +  qf)2 ^  q0 имеем

„  4Л/Мпи2 /С\
■ «зз~ — ■ : : • (5)



Рассмотрим  далее

Т »  =  2 р „  f  (р) V„ Ср +  д,) dp  Г * ! й = к Ш ± £ И а^  (6)J J 92 _ р2 ^ р2ф(?2 _ г.8

где р0 =  Ъ (р +  qt) + q fl рх =  а (р +  q£).

Асимптотика Т 13 определяется следующими особенностями: 1) Q-

— совпадение при i> -*0  сингулярностей ify, 2) Q-* , _

совпадение сингулярностей ty ,  Vlt G0; 3) & *= -$ >  Q —  совпадение
сингулярностей V 3, G0.

В первых двух  случаях особенн ости  в интеграле по q будут хорош о
разделены, лишь если \ pi+ po\ ^ \ qi  +  qf\'>qo. П ри этом  вклад от соо т -
ветствующ их областей  мож но учитывать по отдельности, что приводит 
к асимптотике (см. (14), (17) и (26) [1]):

- А  м )  + — ^ ------- S i n  Л  (7)

Р=0 
-» — 

-Ре

9? {41 ^  <7/)4 - f  <7/)4

Если |о, +  qf I ~<70, то области й-> _> _» пересекаются, и при вы-
‘ q=pt q=—Po

числении асимптотики необходимо учитывать все три знаменателя в ин-
теграле по q. Асимптотика интеграла по q в этом  случае была получена 
нами в [1 ] (23); для вклада в Т 13 от первых двух областей имеем выра-
жение

J L j t l .  v ln v *  Г --------------------- _  . . .  (8)
я6 <?? q X \P2 + 4 n ( P ± ~ q i - ¥ l f Y - ± q l ?  VoJ2 *

р= о

Вклад от третьей системы областей представим в виде

(? /) f  Ь < Р ) Ф  f  М ~ ? - ц ) 4  t (9)

p =  0  ̂=  <7!
—■>

Где qi =  cki. С огласно результатам {1] (ам. (16) и (2 6 )) этот интеграл 
имеет асимптотику

i v In v*. (10)
<??

Заметим, что в силу тож дественности  протонов, а такж е ввиду т о -
го, что начальное и конечное связанные 'состояния одинаковы (в ls - > l s
рассеян ии), T n ( k i k f ) = T 32{kfki),  так  что сумм а этих матричных элемен-
тов имеет асимптотику

t 1 \



если (qt +  q f)2 »  q%;

Тг* +  -------- , (12)
^ [(?/ +  <//)2 Ч- 4Йа

если 4  +  qf)2 ^  <7о.

Рассмотрим , наконец:

Т 12 =  Г* ^2 (Pi —  fef) 'Фг (Pi -b  bkj) V\ (pa +■ fe/) (fp^(j~p^ (1 3 )

(Рз +  Ьрх)2 Pi ftp
° f  E9 —■ ie

2jiep 2 }Xp 2fip

Вклад в асимптотику Г и  будут давать следующие области: 1) Й-» -»
р2= — bkt ,

Q-* — совпадение сингулярностей V2, G0, % ; 2) Q-> , Й-* _>— сов-
P l = k t P i = ~ k y  P i  ——Ь kjt

падение сингулярностей V1, G0, 3) Q-» -> —  совпадение' P!=6fty р2= _6^

сингулярностей г|зг, а также сингулярности G0, если q2. =  ^o.

Вклад от первых двух областей представим в виде интегралов, аналогич-
ных по структуре (9), для которых имеем асимптотику

 —  iv Inv2. (14)
4

{
Для нахож дения вклада от  третьей системы  областей  следует рассм от-
реть интеграл

i>i (р2 - f  b k i)d p 2

Q-S q_> ^ (P 2 +  6Pi)a +  Pi — k0^ q Z - i e
Pi=bkf рг=—Ыгь ( 1 5 )

И спользуя ф ормулу (15) [1] сначала .при интегрировании по р2, а затем
при интегрировании по р ь для главного члена разлож ения при о->-0 п о -
лучим вы ражение

N С1 ф ~лгУ------------------------------------------k . ( 1 6 )
(2Л 4-Н )2 (2 М + 1 ) 2 ^

М2 (М +  I)2 0 1 М2 {М +  I)2 0

Таким обр азом  асимптотика Т12 представляется в виде

n ( i ^ ) 2
П . « — -------- , ... — g g - i o l n * .  (17)

A [<??

i

Сравнивая выражения для Тп  с  выражениями для Т^ +  Т?л и Г33
■*> п

в области  (<7г+<7/)2 > <7о, находим, что логарифмические члены этих 
■матричных элементов взаим но сокращ аю тся , так  что ведущими членами 
T f f  в указанной области  изменения углов являются члены, возникаю-
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щие из областей сингулярностей волновых функций связанных состоя -
ний. Именнно1, асимптотика T f f  определяется .выражением

1 \ /  1 V

T l B =  N (18)

В области  (qi +  Qf)2̂ q o  логарифмические члены Т^ +  Тг2 и Г33 яе 
компенсируются, что приводит к асимптотике

1T?fB =  —  2Niv\nv2 - (19)

§  2. Оценка членов третьего порядка

Использованная 'выше техника анализа асимптотик сингулярных 
интегралов применяется ;в настоящ ем параграфе для оценки асимптоти-
ческого поведения членов третьего порядка. Третий порядок теории воз -
мущений состоит  из следующ их членов:

T'tiB =  2  (щ к ,| (Ft +  У3) G0V f i o ( V s +  V2) ) лД,> =
1=1

3
— Т  3j3 +  Т3;-2 +  TVj-з +  7 \,2. (20)

/=1

Рассмотрим, например, члены с  / = 3  в области (<7г +  <7/)2><7о- Имеем 
выраж ение для T W

П зз =  ( k fnf  I VsGoV zGqVII k tht) =  j  y f ( p —  akf ) b  (p  +  ak{)dp  x

1 -Л

X
f* v'3( j l —tf  + p j  dq [i Vs (q' —  q)V3 ^q' —  ki —  - Y P

■ E  —  ie P2
dq'. (21)

—  E  —  is

p=a k f

2 \ipp 2 [ie ^  2[Xpp 2це

Основной вклад в асимптотику (21) дают следующие области: 1) й  

— совпадение сингулярностей ify, V'3, G'0, 2) _», Q_>

совпадение сингулярностей ij^, Уз, G0. Учет вкладов от этих областей 
приводит к асимптотике

Tm  = -------, W  # 1 п Ф .  (22)
{qt яf )*

Р ас см отрим д  а л ее

=  = ^ d p ay f (pa —  akf) х

. % (Рг bki) (Рг +  Рз ki) г*
X 1 — --------- ---- ----------------------dp2 у

pj - (Рз +ДРз)2
2fXp -£ —ге
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1 \ f /  ̂  1 •—̂
Рз— &/ } 4" Р2 Ф  Рз

X 1 ---- --------------------------- ^ ----------------------------- —  dq. (23)

Ч рр 2jxe
■Е — is

Главный вклад в (25) происходит от областей: 1) Q£=-bk.> ^  ,
1 Р з = — а к ^

Q-» — совпадение сингулярностей % , V2, VI, G0, G0. Для вклада отq=ckt *
этой системы областей получено выражение

N — -J  _  Ъ2\п2 и2\ (24)
ц\ (чс +  <7/)4

2) Q-* , Q-» , £U _» — совпадение сингулярностей ibf , G0, G0, V3,
pt=—kf Pa—akj: q — Ckj: 1

Vz. Эта система областей дает вклад

— - o 2 lns о! ; (25)
4

3) £U -> , Й-> -> — совпадение сингулярностей % , ibf , V3, G0,pb=akf pz= —bki q=ckj, '  '
причем для вклада в асимптотику имеем выражение

-  N ( 1 +  - Ь )  ~ Л — «  ~  Я |п” а- <26>
'  4  ( « ? / ) *

Заметим, что в силу тож дественности частиц 1 и 2, а такж е из-за того, 
что  начальное и конечное связанны е состояния в 1 s—̂  1 s рассеянии с ов -
падают, 7" 1зз =  7̂ зз2, та,к что Г 133+ Г 332 =  2 7 332.

Н айдем, наконец, асимптотическое поведение:

Т\з2 =  < kfnf | VxG0VsG0V2 I kim) =  (P i—  bkf) dp1 J %  (p2 -[- Й ,) dp%X

w [ ________ (Рз Pi —  ^ /) У г (Рз Рг ~h &t) Уз (Рз +  Pi +  Рг)________ . ^
* -  о -1 г- -» 9 из- у )

(Рз 4- <%) Рг
-ф- - —  — Е — is

2ц ер 2\1р 2Цер 2[1р

Главные члены асимптотики Т 132 происходят из следующих областей:
1) , й-> -s., Q-* _» — совпадение сингулярностей гЬ£, -ф-, Уг, G0;Pi—ьк̂  р%—— Рг—ctkj
2) Й.» _>, Q-* -* , — совпадение сингулярностей ib,, ibf , V2, G0.

Pi— f  Pz— Рз- '
Для вклада в асимптотику от этих двух областей получено выражение

2 N ( l  +  ± )  J  „  Й 1 п ?* , (28)
\  M j  <7?(<7;ф <7/)4

3) Q-* ->, -s. — совпадение сингулярностей V2, G0, G0,
p i =&£ p2- —bk- pz= —ak.

V 3, 4) Q-> -> , Q_> -* , Q p -a k f —  совпадение сингулярностей ф , G0, V3,Pl=bkj: Рг——kj J J
Go, Vx. Эти области дают вклад

—  — у2 In2 U2. (29)
ч?
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С опоставив асимптотические выраж ения для членов третьего поряд-
ка с  /  =  3, (22 ), (24 ), (25 ), (26 ), (28 ), (29 ), 'находим, что главны е члены 
этих 'матричных элементов сокращ аю тся , так:

тзза +  Та ,  +  Т ш  +  Г 1И =  -Z— L ------------------- о  й  +  4 -  о  (3*) ~  4 - .  (30)
(qi -Ф- ?/)4 qf 4l v

Аналогично сокращ аю тся  ведущ ие логарифмические члены матричных 
элементов с /== 1, 2 в (20) в общ ей области изменения углов, давая

Т а9 +  Тпз  +  Тъхг - f  Т112 =5= ——,
V7

Т 323 “Ь ^123 “Ь ^322 “Ь ^122 ~  Г"*

§  3. Результаты расчета

Окончательные результаты расчета различных членов, входящ их 
в выраж ение для Tif, (Сведены в таблицу, причем Tif равно (сумме членов, 
указанных в первом столбце, умноженной на N.

( в т а б л - ^  =  - | ) -

Из результатов, приведенных в  таблице, следует, что в общ ей об л а -
сти .изменения углов члены первого и в тор ого  .порядков, за исключением
VppOoVpp, даю т одинаковый о к л а д -------— в асимптотическое поведе-

Vе
ние Tif, и, ^следовательно, дифференциальное сечение :и оклад в полное 
сечение от общ ей  области  изменения углов убывает, как — — . Член

VppGoVpp дает меньший вклад, причем, как показан о в § 1, в  общ ей 
области углов ведущий вклад VppGoVpp  компенсируется соотв етств у ю -
щими логарифмическими асимптотиками членов VpVGoVpe и VpeGQVpp. 
Следует отметить, что в общ ей области  углов имеет м есто частичная 
компенсация ведущ их ©кладов членов Vpp и V PPG0V pe+ V  peG0V рр. При 
этом  вклад сумм ы  указанных членов является в се ж е весьма сущ ествен-
ным. Действительно, в  угловы х переменных имеем:

Vpp +  VppG0Vpe +  VpeG0Vpp ^  ~ , (31)
4^q (1 —  cos 0) (1 -ф- cos 0)2

в то время как

V Pe +  y peGoVpe^  — ------------------ , (32)
4kl (1 —  COS 0)3

—»  —^

где cos 0 =
\\kf \

Из сравнения приведенных выражений (следует, что при 0 > О  чле-
ны (31) даю т  вклад приблизительно в M z раз больший, чем члены (32).

Рассмотрим  далее обл асть  углов 0 ^ я .  В этой области  асимптотика 
определяется членами, содерж ащ ими п ротон -протонно е взаимодействие,
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причем доминирующ им является член первого порядка Vpp, который
убы вает, как —— и не компенсируется членами 'второго порядка, 

v2
дающ ими в этой области  меньший вклад. Дифференциальное сечение в 
области 0 ^ я  убы вает, как —— и имеет резкий максимум при 0 = я :

dQif __ 
dQ

212 
М2

1

1 +  cos 0 +  8 Уо 2 

V )  .

2
Го,

О бласть Qf *я дает вклад в полное сечение

16 /  %
3М 2 {  v

Н аконец, в области малых углов ( qi

2
ЯГ0.

4
м2

(33)

(34)

доминирующим при

у—>-0 является вклад от члена VpeGoVpe, который убы вает, как — —,

так что в этой области  дифференциальное сечение определяется вы ра-
жением

dQuL  =  _2^_ /  op V 
dQ М 2 \ v )

12 1

[ ( и

г2'О

М 2

и вклад в полное сечение от области углов 0

+  ( 1̂6

^  / 3  
~  м

м2

(35)

пропорционален

Q Уз

м
=  26я _Vo_X

V )

11 2 ЯГ0. (36)

Фактически, при не слишком больш их v в области малых углов 
0 — 0 следует учитывать такж е вклад от члена Vpe, который хотя и уб ы -
вает, как  ----- , однако при 0«=<О принимает достаточно больш ие значе-

Vs

ния: ~ М 6. Учет членов Vpe+  VpeG0Vpe в области  малых углов приводит 
к вкладу в полное сечение

Qe^o = (37)

Приведенные в § 2 оценки членов третьего порядка показы вают, что 
при у->-0 члены этого порядка да ю т  меньший вклад в амплитуду и сече-
ние, чем члены первого' и второго порядков.

Таким образ'ом, осн овной вклад в полное сечение при v-^О дает 
обла сть 0я«я. Физически эта  область  соответствует процессу рассеяния, 
при котором  налетающ ий протон выбивает протон из атома водорода  и 
занимает его м есто, образуя  н овое связанное состояние. Сечение этого .
процесса убывает, как — . О бласть 0я^я в  первом порядке бы ла рас-

V® .
см отрена М аплтоном [2], однако ввиду возникавш ей в ряде расчетов [3],
[4] тож дественной компенсации протон-протонного члена первого поряд-
ка Vpp частью  членов второго порядка VppGoVpe+  VPeG0Vpp в общ ей 
области углов, а такж е из-за того, что до настоящ его времени не бы ло
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известно поведение указанных выше членов второго порядка в области  
роль вклада от  этой области  не была ясна.

Вне области  0 ^ я  доминирующий вклад в  сечение дает  область
0 ~  . ^ L  при Эта область соответствует классически доступному

рассеянию электрона (находящ егося в (связанном состоянии) на нале-
тающ ем протоне с последующ им рассеянием на покоящ емся (в л абора -
торной системе) протоне и образованием н ов ого 'связанного состояния с
налетавшим протоном. Сечение такого процесса  пропорционально

Vin
В ыраж ение для вклада от области  малых углов согласуется  с  результа-
тами, приведенными в [5]. Н епосредственно убедиться в том , что 
Ti2 ^ V peGoVpe действительно соответствует указанному вы ш е процессу, 
мож но, учитывая законы сохранения энергии и импульса при каждом 
столкновении, а такж е налож ив добавочн ое условие равенства конечных 
скоростей налетавшего- протона и дваж ды  рассеянного электрона.
П усть k i — импульс налетающ его протона 1, k —  конечный импульс про- 

—>
тона 1, <73 —  импульс электрона после первого рассеяния на протоне 1,г-> ->
q'z —  импульс электрона после второго рассеяния на протоне 2, <72 —  к о-
нечный импульс протона 2. Тогда из законов сохранения и указанного 
выше доб  ав оч ного услав и я с  л едует:

fyt —̂
ki -----------------------л — kl = k  +  q3,

те ^ т р

k? /  т. N2 Щ k2 , <73
+2тр \ те ~г тр J 2те 2тр 2те

<7з-------- --- -----% =  й'з +  Я» (38)mp -tm e
2 «2 /2 9

%  . Г  тр \ 2  Щ q3 qiO'2те \ тр -ф- те /  2тр 2те 2тр

k   <73
тр те ‘

tTln ^Реш ая эти уравнения относительно k, находим, что k = ------ -— k;Uf ,
ГПр -jr- Шд

•>
где щ  —  неизвестный единичный вектор, направленный по k и удовлет-
воряющий уравнению

'  тр -* *♦ \2 (2м  ф  I)2 /QQ4р и, —  щ ) =  • v ' , (39)
\т р 4-те f V  Л12(1-^Л1)2 ’ 

где

% =  \h\ щ-

Сравнивая последнее равенство с  выраж ением для Ti2, находим, что 
углы, при которы х | | достигает максимального значения, удовлетво-
ряю т уравнению (39).

Таким образом , учет ведущих вкладов о т  областей  0 ^ я ,  0 ^ 0  при-
водит к окончательному асимптотическому вы раж ению для сечения

г 5 1 /  v V  ! v I n OQCil п_ .. (40)



При v-^О доминирующ им является вклад в сечение, 'полученный в пер-
вом бор нов ском  приближении. О днако при не слиш ком больш их ск оро-
стях  v, гд е  м ож н о пренебречь релятивистскими эффектами, вклад этот 
относительно невелик из-за наличия весьма малого (множителя поряд-

К3 ~АР’ ^ ем не менее ‘сущ ествует область  энергий, где н еобходим  учет

вклада в  сечение, полученного ;в первом борновском  приближении и где 
справедлив наш  нерелятивистский расчет. Действительно1, оценки вы ра-
жения (40) показываю т, что это  вклад становится сущ ественным, начи-
ная с  энергии 3 М эе,  давая при 10 М э е  уж е 30%  вклада в полное сече-
ние, в  т о  1время как на долю  релятивистских поправок при 10 М э е  при-
ходится (менее 3%  вклада, согласн о оценкам, приведенным в [6]. Таким 
образам , сущ ествует обл асть  энергий, где имеется возмож ность непо-
средственн о сравнивать результаты расчета с  экспериментам, связанным 
с  измерением как  полного, так  и дифференциального сечений. Причем 
дифференциальное сечение наряду с  максимумом при малых углах р а с -
сеяния при достаточно' высоких энергиях долж н о иметь максимум такж е 
при 0 = я.
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