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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

На основе приближенных уравнений гидродинамики, приведенных к соп ровож -
дающей системе координат, рассмотрено распространение достаточно сильных волн к о-
нечной амплитуды с сохранением в уравнениях малых членов третьего порядка малости. 
Полученные решения позволили аналитически установить несимметрию в искажении 
волн и наличие постоянного течения в направлении распространения волны при одно-
временном учете нелинейных и диссипативных эффектов.

■Всестороннее изучение акустических волн конечной амплитуды на 
осн ове уравнений второго приближения позволило установить такие 
эффекты, как возникновение, нарастание и сп ад гармоник, возникнове-
ние жвазиударных фронтов и их  «рассасы ван ие». Были определены п ро-
фили различных волн конечной амплитуды, изменяющиеся по м ере р а с -
пространения возмущений в системе. При этом  изучались и обычные 
гидродинамические среды , и среды  с  релаксацией, и тверды е тела. В се 
эти и другие вопросы изложены в  монографии JI. К. Зарем бо и 
В. А. Красильникова [1]. С ледует отметить хорош ее совпадение теорети-
ческих и экспериментальных результатов в  рам ках «второго прибли-
жения».

В предлагаемой ра боте рассм отрено распространение волн 'Конечной 
амплитуды с  учетом  эффектов третьего порядка малости. Такое р а с -
см отрение позволяет установить факт несимметричного искажения волн 
и наличие постоянного течения в направлении распространения волны.

П олная система уравнений, описы вающ их распространение волн 
конечной амплитуды в вязкой, теплопроводящ ей среде, состои т  из ур ав-
нения непрерывности
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Здесь v —  скорость волны, р ' =  р — р0 —  отклонение плоскости от рав-
новесного значения р0, Р  —  давление, с0 == (уРо1РоУ/г —  скорость звука,
or =  —  ц-т % ,-{ -% (—л--------- рг-') —  диссипативный коэффициент, 'учитываю-

3 \ '-у  J
щий сдвиговую и объемную вязкость г] и С, теплопроводность %, Су и 
QP —  удельные теплоемкости при постоянных объеме и давлении. Коэф-
фициент у =  Cp/Cv для газов и у =  1 +  ( для жидкостей.

V dp J  с2

Принимая, как обычно, диссипативный 'коэффициент о, а такж е воз-
мущения скорости , плотности и давления за малые величины первого 
порядка малости, ограничимся рассмотрением эфф ектов, имеющ их место 
при больших числах Рейнольдса. В предположении медленного измене-
ния профиля волны при ее распространении в систем е введем оопро-

j. хвож даю щ ую си стем у координат т =  г —  —  и z — ]xx, где — малый
Со

параметр первого ’порядка 'малости, учитывающий факт медленного 
искажения. П ереходя к  координатам т, 2 после исключения Р  из урав-
нения (2) с пом ощ ью  уравнения (3 ), получим с  точностью  до членов 
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Умножив уравнение (4) на с0 ^ 1 ----- — после слож ения получен-

н ого уравнения с уравнением (5) и замены в  малых членах второго п о-
рядка малости v на р' на осн ове  самосогласованны х выражений, п олу-
ченных в ра боте  [2] —
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Аналогичные преобразования приводят ко втором у уравнению
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П олезно провести сравнение уравнений (6) и (7) с  уравнением (26) 
работы  [2]. В пренебрежении малыми членами третьего порядка малости 
эти уравнения оказы ваются одинаковыми и сов падаю т с  уравнением
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(26 ). Отличие в уравнениях, описывающ их 'медленные изменения п ро-
филей ск орости  и плотности звуковой волны, сказывается только в 
третьем приближении, когда волны перестают бы ть простыми. Сведение 
уравнений (6) и (7) к одинаковому виду н а  осн ове самосогласован ны х 
выражений следую щ его приближения невозможно'. Э то  связан о с  тем, 
что в  третьем  приближении формы волн скорости и плотности уж е р аз-
личаются.

Точное решение уравнения (6 ), точно так  же, как и уравнения (7 ), 
не мож ет бы ть получено аналитически, поэтом у проведем поэтапное 
рассмотрение процесса, предполагая, что на входе системы задано крае-
вое условие: при 2 =  0 p/ = p o /sin©r. Тогда, как это принято в случае 
больш их чисел Рейнольдса [3], на первом этапе распространения волны 
конечной амплитуды можно пренебречь диссипативными эффектами, 
опустив члены, стоящ ие справа в  уравнении (6 ). П олучающ иеся таким 
способом  уравнения в методе поэтапного упрощения принято называть 
упрощенными. Решение упрощ енного уравнения с  точностью  д о малых 
величин третьего' порядка малости имеет вид

(Dt =  arcsin  ---------I z L L  ©го' / -£-Л -j_ (V 4 - }) (y 4  5) ,z , _p_у  ^
Pi W  84p02 4 p o J -

Решение (8 ), анализ к отор ого удобнее всего провести графически, 
уж е указывает на несимметричный характер искажения профиля волны. 
Отложим, как показано на рисунке 1 ,а ,  по оси  абсцисс значение р'/ро', 
а по оси  ординат значение сот. Как видим, волновой профиль, в  соотв ет -
ствии с  'формулой (8 ), представляет соб ой  сум м у трех функций: аркси-
нуса, прямой и параболы . П ри этом  тангенс угла наклона прямой увели-
чивается по мере распространения волны о т  источника, и э то  возра ста -
ние пропорционально z  и амплитудному значению плотности волны на 
вх оде системы . Аналогичную зависимость п о  z  обн аруж ивает и парабола 
с той лишь разницей, что здесь эффекты сказы ваю тся в  следующ ем  п о -
рядке малости —  пропорциональности квадрату амплитуды волны на 
входе системы . Н а рис. 1, б  представлена 'сумма всех  трех функций, 
дающ их профиль волны на некотором  расстоянии 2 от входа  системы. 
Э тот профиль сф ормирован из первоначально синусоидальной волны и 
м ож ет бы ть  построен на л ю бом  удалении от  источника вплоть д о  точки 
формирования разрыва, когда функция становится  многозначной.

На осн ове метода поэтапн ого упрощения эта вторая обл асть  р а с-
пространения волны м ож ет  бы ть  исследована с  помощ ью вспом огатель-
ной задачи о  распространении одиночного стационарного скачка плот-
ности  в  среде, т. е. мы ограничиваемся исследованием стационарного 
решения уравнения (6 ), когда производной по z  мож н о пренебречь.

Упрощ енное уравнение имеет вид
у +  1 р' dp' a d y  _  у — 1 а /  dp' у

2с0 ро dx 2cqP0 dx2 4 сзр2 \ dx J '

■В отличие от  аналогичного уравнения второго приближения (2 ), 
правая часть уравнения (9) не равна нулю. Решение последнего сущ е-
ствует лишь при условии несимметричного скачка, и эта несимметрия 
сказывается в следующ ем порядке малости, т. е.

р ' == при т —* +  о о , р ' =  — р' +  А при т —> — оо ,
где

Д - - ^ - р . ( - ) 2- (Ю )3 \ ро /
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Н а рисунке 2 построен профиль одиночного скачка плотности на 
осн ове аналитического решения уравнения (9 ). Приведенный скачок  
плотности —  'квазистационарный фронт волны —  'распространяется без 
искажения с о  'скоростью  с0, что при наличии несимметрии эквивалентно 
появлению постоян ного течения в направлении распространения волны.

ращение скорости распространения волны, мож но получить вм есто (9) 
уравнение следую щ его вида:

Уравнение (11) п о  сравнению с уравнением (9) содерж ит дополни-
тельный член, позволяющий найти решение, удовлетворяю щ ее сим мет-
ричному профилю волны. Такое решение возм ож но при значении к оэф -
фициента

Следовательно, достаточн о интенсивный симметричный одиночный 
стационарный скачок  распространяется  со  ск оростью , превышающей 
ск орость звука, и э то  приращение скорости  пропорционально квадрату 
акустического числа М аха. Качественная оценка изменения скорости  
распространения фронта волны проводилась Г. А. О строумовы м [4] 
формула (1.5.7). Однако яри вычислении ск орости  фронта в р а боте [4] 
использовались соотнош ения, справедливые для  просты х волн. К вадра-
тичные поправки в  формуле (1.5.7) определены благодаря  учету малых 
членов третьего порядка малости п о  числу М аха. Естественно, формула 
(12) не согласуется  с  ф ормулой  (1.5 .7 ), поскольку в последней не учте-

ны 'отраженные от  поверхностей разрыва волны, 'сказывающ иеся именно 
в третьем порядке малости.

И спользуя ранее найденное значение амплитуды отраж енной волны 
формула (24) работы  [5], дополним в  третьем  приближении риманов-
ские соотнош ения для простой  волны:

X
Действительно, вводя вместо т =  t ---------н овую  сопр овож даю щ ую

координату т ' =  t ------------------ , где коэффициент б характеризует лри-

Рис. 1 Рис. 2

( 12)

Рг
Ро
-3-Е* =  м 0 1 +  У- 

С<3 L 4
м + (V -3 H V -5 )  мц + (13)

24 24

Ро

Pi =  - A f „ ,  -5- =  _ M 0[ l - i ^ A l 0 +
Со I 4

(У—.3H y ~ 5) Ml
24
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Здесь Мо =  ро7ро, индексам 1 помечены величины, относящ иеся  к точке, 
находящейся непосредственно' перед фронтом волны, а индексом  2 —  
к точке непосредственно за фронтом. П оэтом у отраж енная от  поверхн о-
сти разры ва волна включена в первые два из приведенных выше соотн о-
шений.

Определяя скорость  фронта с  пом ощ ью  разложений (13 ), найдем

ро(«2 — t»i)4- Рги2— P^i 

Рг Pi
= 1 + У 1

12
(14)

Таким образом , приращение скорости  фронта оказалось численно 
равным значению 6 формула (12), несмотря на принципиально различ-
ный подход. Следует отметить, что квазистационарное,реш ение, дающ ее 
структуру фронта (эта  формула не приведена в ста тье), остается  спра-
ведливым и для предельного перехода а ->0, одн ако такой предельный 
переход в исходных уравнениях (6 ), (7) неправомерен, поскольку приво-
дит к неоднозначным результатам. Действительно, полагая, например, 
o ~ \ i 2, при переходе к  упрощ енному уравнению мож но все члены урав-
нений (6 ) , (7) умнож ить на вы раж ение вида 1 + Л — ,’ где А —  кон-

Со
станта. При этом  изменится нелиней-
ная часть упрощ енного уравнения, тог-
да как диссипативная часть останется 
без изменений. Эта неоднозначность 
устраняется как раз благодаря удер-
жанию малых членов третьего порядка 
малости по диссипации.

В работе [5] были найдены соот -
ношения, связывающ ие значения ги-
дродинамической скорости  v  и возм у-
щения плотности р' в ступен ькообраз- 
ной симметричной ударной волне (1 ),
(2 ). Эти соотнош ения неявным обра -
зом учитывают наличие отраж енной 
волны. П одставляя соотнош ение (1) 
в выражение для скорости  фронта, 
после несложных преобразований
приходим к результату, точно совпадаю щ ему с формулой (14).

Итак, при вычислении постоянной составляю щ ей скорости  оба 
метода д а ю т  совпадаю щ ие результаты  и полностью  согласую тся  с тем 
амплитудным значением отраж енной волны, которое п о результатам 
работы  [5] явно учтено в разлож ениях (13). П риращение скорости  пред-
ставляет  соб ой  акустический ветер, имеющий м есто  при распростран е-
нии одиночного стационарного скачка и являющийся следствием нели-
нейного еамовоздействия волны.

В озвращ аясь к волн е синусоидального профиля, мож но было бы  все 
разрывные участки волны заменить гладкой функцией, представленной 
на рис. 2. Однако1, в  отличие от  задачи второго приближения, когда  п о-
лож ение фронта однозначно определяется по равенству площадей, в 
настоящ ей р а б оте  такое построение неправомерно. Равенство площадей 
не выполняется, и в соответствии с квазиетационарным решением ф ронт 
волны оказывается смещенным. Синусоидальная волна во- второй  обла-
ет и р  аспростр анения 'может быть качественно представлена так, как это 
показано на рис. 3. Такое построение проведено на основе «сш ивания»
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решений для первой я второй областей  распространения волны. П унк-
тирной линией о т е ч е н  а постоянная составляю щ ая плотности. Это 
постоянное течение, сущ ествую щ ее в области  'распространения волны, 
естественно, затухает п о  мере ослабления звуковых возмущений, когда 
эффекты третьего порядка м алости пренебрежимо малы. Волновые про-
фили становятся симметричными, и при последующ ем рассасывании 
фронтов волна вновь превращ ается в синусоидальную на расстоянии, не 
зависящ ем от амплитуды сигнала на входе системы  ![2].

П остоянное течение, найденное во вспомогательной задаче для од и-
ночного стационарного' скачка и не зависящ ее от 2 при переходе к перио-
дическим возмущениям, обращ ается  в нуль на конечном расстоянии от  
излучателя. Это расстоян ие определяется диссипативными свойствами 
среды . Число фронтов, участвующ их в формировании отраженных волн, 
n^R e/ M .  П роц есс формирования течения рассматривался в работе [5]. 
С учетом  диссипативных свойств среды интеграл в 'формуле (26) р а б о -
ты {5] берется в конечных пределах, и скорость постоянн ого течения 
обращ ается  в  нуль при значении безразмерной координаты z ~ R e .

Таким образом , учет малых членов третьего порядка малости  в ис-
ходных уравнениях позволил установить несимметрию в искажении 
волн и получить постоянное течение, звуковой ветер для значений числа 

В рамках одномерной задачи излучатель следует считать а бсо-
лютно проницаемым для отраженных волн.
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