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В. Д. КАРАИВАНОВ

К ВОПРОСУ О КРИТИЧЕСКОЙ ТЕМПЕРАТУРЕ  
СВЕРХПРОВОДЯЩ ИХ БИНАРНЫХ СПЛАВОВ

Рассматривается изотропный сверхпроводник с примесными дефектами типа за-
мещения. Показано, что изменение электрон-фононного взаимодействия из-за разности 
потенциалов регулярного и дефектного узлов ведет к повышению критической темпе-
ратуры. Вычисления проводятся методом функций Грина в приближении малой кон^ 
центрации дефектов.

В данной работе рассматриваются твердые растворы типа замещ е-
ния. Д ля определенности будем считать, что атомы В  вводятся в кри-
сталл из атомов А  и располагаются в узлах решетки, ранее занятых 
атомами А. Таким образом , в решетке создаю тся силовые немагнитные 
дефекты.

При переходе от чистого сверхпроводника А  к сверхпроводящ ему 
твердому раствору А В  критическая температура изменяется из-за: пря-
мого взаимодействия электронов с дефектами, прямого взаимодействия 
фононов с дефектами и изменения электрон-ф ононного взаимодействия.

Учет первой причины эквивалентен рассмотрению задачи о сверх-
проводнике с немагнитной примесью, которая обсуж далась в разных м о -
делях. В случае изотропного электрон-ф ононного взаимодействия влия-
ние немагнитных примесей на критическую температуру мало и ими 
мож но пренебречь по сравнению с изменениями, происходящ ими в элек-
тромагнитных свойствах сверхпроводника [1] и [2]. Вычисления дают, что 
изменение критической температуры определяется параметром

—  [ M t (pF, }х) | , где (я —  уровень Ферми, отсчитываемый от дна зоны
[А
проводимости, pF —  импульс Ферми, a M t —  массовый оператор обычной 
одноэлектронной функции Грина (см. [3]). Для сверхпроводящ их метал- 

| Mt {pF, fx) |
лов jul — 1 эв и ------------------С  1- П оэтом у член гальмитониана, описываю-

И-
щий взаимодействие электронов с дефектами решетки В,  не учитывается. 
(Дальш е рассматривается только случай изотропного сверхпроводника 
без приложения электромагнитного поля.)

Для упрощения расчетов не учитывается и прямое взаимодействие 
фононов с дефектами решетки. Это возм ож но, когда дефекты не приво-
дят к сущ ественным изменениям в плотности состояний и спектра фоно-
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нов. Влияние локальных и резонансных примесных колебаний на кри-
тическую  температуру рассмотрено в [4].

В настоящ ей работе на основании гамильтониана, полученного в 
[5], вычисляется критическая температура сверхпроводящ его твердого 
раствора А В  с учетом изменения электрон-фононного взаимодействия. 
Будем рассматривать только продольные акустические фононы. Куло- 
новское взаимодействие меж ду электронами не учитывается. Тогда га-
мильтониан имеет вид

Н  =  £  8 (Р )а + ( ? ) « ( ? )  +  2  ® Ф ) b+ $ ) ь Ф) +  
р k

+  £  в  f t ’ й  а+ f t ) а f t )  [Ь $ )  +  Ь+ (—  ?)]. (1)
P i P i ,  k

Здесь р =  (р, 0) —  спиновая переменная, е (р) =  р2/2т— (i, со (£) —  закон 
дисперсии для фононов. При k —>0 запишем

со (&) =  sk, (2)

где s —  скорость  звука. Для упрощения вычислений предполагается, что
(2) справедливо для всех k в первой зоне Бриллюена:

в  f t , р2Л )  =  A (k) A f t  —  р2 —  X) +  D  (р1; р2 Д )  с f t  —  р2 —  I )  А («Уд.—  сга). (3)

Здесь А —  единичная матрица, c ( k ) — фурье-компоненты флуктуа-
ции концентрации дефектов В. В модели В игн ера— Зейтца (приближ е-
ние ж естких ионов)

л w = V  k ^ - c)u* w  -  cUb  >• <4)

=  / о т

где р —  плотность кристалла, V  —  фундаментальный объем, с —  концен-
трация деф ектов В:

с _  NB

Na  +  Nb  N

(Na , N b  —  число атомов А,  соответственно число атомов В  в объем е V).
Здесь UA (r),  UB(r) — потенциальная энергия электрона соответ-

ственно в поле узла с атомом Л и в  поле узла с атомом В, го —  радиус 
элементарной ячейки, /, / '  —  безразмерные величины порядка единицы. 

С учетом  (2) А  (k ) записывается в обы чном виде

А ( к )  =  А  ] /

где А  —  константа связи с фононным полем.
Выражение для D  получено в первом приближении по разности 

UB— Uа , которая считается малой в сравнении с UA-
Когда решетка построена из одинаковых атомов, поляризационное 

поле, создаваем ое фононом, имеет синусоидальную форму. В заимодей-
ствие электрона с этим полем описывается матричным элементом, сов -
падающ им с первым слагаемым в (3 ). Однако при наличии силовых де-
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фектов к синусоидальному полю добавляется дополнительное поле про-
извольной формы, которое получается из-за разности потенциалов регу-
лярного и дефектного узлов. Оно дает второе слагаемое в (3 ). К а к  и 
долж но быть, этот член в гамильтониане пропорционален разности 
UB— Uа  и концентрации с. Именно фурье-компоненты флуктуации кон-
центрации с (k) пропорциональны концентрации и несут информацию
о расположении дефектов В.

Отметим еще, что в элементарном акте поглощения и испускания 
фонона, квазиимпульс сохраняется только у первого слагаемого, содер-
ж ащ его A ( p i — /?2— к).

Задача о  сверхпроводящ ем состоянии в системе с гамильтонианом
(1) реш ается по методу, предложенному в [6]. Вводим функции Грина:

G (p,  р'; t) = «а(р; t); а + (р ')) )  = iQ(t) <[а(р; t)\ а+(р')]+);
G 'O v p ';  O s  {(а+ (— р; t); а + ( / / ) »  =  i0  (t) { [а + (—  р; t) ; а+ (р ')]+ ).

Разница в сравнении с [6] состоит  в том , что поскольку система не 
является пространственно однородной из-за слагаемого, содерж ащ его
c ( k ) ,  то, как и в задаче о б  учете примесей (см . [3]), функции Грина за-
висят от двух  импульсов.

Для G и G'  строим цепочку уравнений

i - ^ G ( p , p ’ ; t )  =  —  б (О А (р —  ? ' )  +  s (р) G (р,  р~; t) +

+  2  В  ^  О Ь (k ; 0 ; а+ (р')> ) +

P i ,  k

+  ^  В (р , P iJ )  <{a(p i; t ) b + (— k ; *); а + О ? ) »  (5)

Pi, k 
di —  O' (p, p'; t) =  —  e (p ) G ' (p ,  p ' ;  f) —

—  J ]  B (?i> — 'р Л ) { { а + {р1\ t )b (k ;  t); a + ( p ' ) ) ) -  
^  —>Pi. ft

—  2  ~  Й « а + Й ;  t ) b + ( — k ; t); a + ( p ') ) ) .

Pi.fe
П оявляются четыре новые функции Грина высшего порядка. Для 

них тож е составляем дифференциальные уравнения. Напишем только 
одно: од.

1 ■—  { ( а (Рй 0  Ь (k\ t); а+ (р')>) =  [8 (рх) +  © (£)] <(й (рх; 0  Ъ (£; 0 ;  а+ ( р ') »  + -
dt

+  В (рх, р2, 5) «а (р2; 0 [6 (?; 0 +  6+ (— 01Ь (к; 0; а+ (?))) +
Р2. Я

+  V  В (р2, р3, fe) ((а й ;  0 а+ (р2; 0  а (р3; 0; « + (р ')>)-

Рг» Рз
Остальные три имеют аналогичную структуру.
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В эти уравнения входят функции Грина высших порядков. Они р ас -
цепляются путем спаривания операторов, относящ ихся к одному и том у 
ж е моменту времени. При этом  учитываются и аномальные спаривания 
типа (а+ (pi) а+ (р2) ) , (а  (рг) а (р 2) }. Например:

« л  (р2; 0 б ;  0  4- Ь+ (— 01 £ &  0 ; <*+ ( ? ' ) »  ~

« (р+ (— 5  Ь $) )  {{а (р2; 0 ; а+ (р')>>,

« а  (pf, 0  а+ (р2; 0  а (р 3; t); а+ (р')>> -  <а ( й  а+ ( й )  « а  (/V, 0 ;  а+ (р')>> —

—  < a (p i)a (p 3)) { {а + (?2; 0 ;  а+ (р ')> ) +  <а+ (р2) а ( р 3)} < ( а й ;  0 ;  <*+ (?')■»•

Это расцепление означает, что применяется теория возмущений с 
учетом слагаемых порядка Л2.

Делая фурье-преобразование по времени, получим замкнутую  систе-
му 6 уравнений с 6 неизвестными: G, G' и четыре функции

/-Ч», /"Ч,
типа { { а (р г\; t ) b ( k ;  t); a+ (р ')))>  участвующ ие в уравнениях (5 ). Функции
типа ( {a (p i,  t )b  (k\ t\ а + (р ')) )  можно исключить, и тогда получается 
алгебраическая система двух уравнений для G и G'. Учитывая только 
слагаемые порядка А 2, мож но записать эту  систему в виде

[Е —  г (р)] G { p , p ' ; E )  —  £  m (р, р"; £ )  G (р", р'\ Е) +
р”

+  ^  т ' (р> £ ) G' ( ? ' » Е) =  — Л ( р — р')>

7"

[Е  +  е (р)] G ' (р, р ';  £ )  +  £ /п (р,' р " ; —  £ )  G ' (р", р ' ; Е) +
р*

+  £  m" (Р. р"; -  £ )  G ( ? ' ,  ? ' ; £ )  =  0.
Р~"

Д алее мы будем работать в приближении малой концентрации с < 1 ,  
сохраняя только слагаемые, пропорциональные первой степени концен-
трации (Нижний индекс указывает на то, что данная величина пропор-
циональна соответствую щ ей степени концентрации). Выражения т, т/, 
т "  в указанном приближении имеют вид

т =  т0 +  щ ]; т' =  т0 -\- т[\ т" =  т0 +  т 

Щ  (р, р'\ Е) =  т0 (р; Е) А (р —  р ') =

(6)

—  «0 (Pi) Vp (fe) - f  Я0 (fa)

• © (fe) £  — s (px) ф- Cl) (fe) 
p ’l . ’k

m1 (p, p'; E) =  £ [ Л  (£ )£ > & , p', —  k ) c ( f r  —  p ' —  k) X
jt»l t  k

A(p —p')>

X  A (p —  pi —  £) A (ax —  cr') +  Л (£) D  (p, plt k ) c ( p  —  px —  k) x  

X  A (px —  p ' +  ?)  A (a —  crx) +  D (p , px, k) D  (px, p ' , —  I) с (p —  pi —  £) x
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х  С ( р х —  р' +  fe) A (O'!— а ' )  А ((У —  tfj)] £ 1 Ф v« (k) — п0 (pj) 
Е — в (Pi) — (о (k) +

+
v0 (k) 4 . По (Pi)

■1-Е —  8 (P i) ф  0 (А)

Здесь v (fe) =  (6+ (fe) b (fe), n (p) =  (a+ (p) a (p)).

mo (p , p ' ;  £ )  =  mo (p , p ' ;  £ )  =  mo (p ; £ )  A ( p —  p ' )  =  

=  2 Л 2 A (P— ~Pi —  ®  (a+ (—  ? i ) a+ (?i)> X [  —  — s(p|

(7)

(P l)  —  CO (ft)
Pt,fc

•J A (p - p'),

mi

E — 8 (P i)  ф  CO (k)

1 (p, ? ' ;  £ )  =  A2 (fe) A (p —  Pj  —  fe) A (p ' —  p2 —  fe) (a ( Й  a (—  £ ) > !+

Pi.ft P2

+  [Л (fe) D  (— p ',  —  px, —  k )c  (—  p' -(- Pi +  k) A  (p —  px —  fe) Д (o ' —  tfj) +

+  A ( k ) D ( p ,  pi, k )c (p  —  px —  fe) A ( —  p ' + p 1 +  fe )A (a —  crj +

+  D(p , p1, k ) D ( — p’ , — Pl, — fe)c(p — p '_ fe ) c ( — p' +  ^  +  fe) x

X A (a —  ax) A (0 ' —  0̂ )] <a+ (—  px) a+ ( £ ) ) „ }  Г —  —    —
J  L  £  — s ( p i )  — <o ( f t)

----;------- ----- ---- 1 . (8)
£ - s ( P l ) 4 - c o ( f t )  J  W

Выражение для mi то же самое, только вместо (a (P i )a ( — p2) ) i  
надо написать {а+ (— p i)a + (p2))i-

Система (6) в принципе дает возмож ность найти функции G и G'. 
Однако практически необходимы _величины, усредненные по конфигура-
циям дефектов. Для нахождения G и G'  (здесь и дальш е черточка озна-
чает усредненную величину) удобно записать систему в матричном виде. 
Вводим однорядные матрицы

g  =

и двухрядны е матрицы

Qo (р; Е ) А (р —  р') т'о (р; Е)  А (р —  р')

т0 (р; — Е ) А ( р  —  р') —  Q0 (р; —  Е ) А (р —  р')

где Qo (р; £ )  =  £  —  е (р) —  т 0 (р; £ )

—  т х (р, р ' ; £ )  mi (р, р '; £ )

mi (р, р'; —Е) тг (р, р';—Е)

G(p , р '; Е)
; /  =

G ' (p ,p ' - ,E ) 0

(9)
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Тогда система (6) записывается как одно матричное уравнение

(°о +  адг = /. (1°)
В таком виде задача о нахождении g  вполне аналогична соотв ет -

ствующ ей задаче о взаимодействии электронов с примесными атомами
[3]. М атрица а0 имеет смысл обратной функции Грина. М атрица Аа 
является аналогом  потенциала примесей U с  той разницей,_что U = О, 
a A,i содерж ит слагаемые, аналогичные U;2, и соответственно X i^ O . П о -
этом у для нахождения g  применим метод, изложенный в § 7 [3]. С ущ -
ность этого  метода состоит в разложении ряда по степеням концентра-
ции не самой функции Грина, а обратной функции, т. е. м ассового опера-
тора.

Вводим матричный массовый оператор у, описывающ ий влияние 
дефектов:

(«о + У)§ = 1-
Интегрируя (1 0), находим

g  — go— g,

где go =  ао*1 / .
Ограничиваясь линейными членами с с, получаем

(<*0 +  ^i) g  —

Для дальнейш его необходимо провести усреднение в явном виде. 
П редполож им, что мы имеем равновероятное распределение дефектов по 
узлам (отсутствует корреляция). Тогда с указанной точностью

N

Используя это равенство, а такж е условие c ( k ) —  0, из (7 ), (8 ), (9) 
имеем

-  М х (р; £ )  А (р _  р ') М\ (р; Е) А (р _  р')

M i  (р;  —  £ ) А (р —  р') М х (р; —  Е) А (р —  р')
где

Ч  < ? ;£ )  =  Y t  Т  р г  (Р- А (ff ~  g»> [  Vl> "* m  +^  N I E  —  8 (p x) — Oi(k)
P i ,  k

+
Vo (&) -ф- По (Pi)

■]=£  — 8(p0^co(fe)

M l (p ; £ )  =  £  [Л2 (£) A (p  —  p x —  6) <a+ (— px) a+ (p x)>i +

Pi.k

+ (p. Л. *)A (<*—<*i) <a+ (— Pi)a+ (Pi)>ol i
E —  8 (P i) —  (0 (k)

1
E-^-e fa ) -ф- a  (k)
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П осле несложных алгебраических выкладок получаем

G (р, р'; E) =  G (р; Е) А (р —  р'), 

G ' ( } , p ' ; G )  =  G ' ( p ; E ) A ( p - p r),

Здесь

[ е (р>

М  (р ; Е) =  m0 (р; £ )  +  Aft (р; Е),  

№  (р; £ ) =  т о  (р; £ )  +  Ml (р; £ ).

Отметим, что после усреднения система становится пространствен-
но однородной и изотропной: усредненные величины зависят только от

Р = \ Р \-
Спектр элементарных возбуж дений определяется полюсами функции 

Грина, т. е. корнями уравнения

П ри решении этого уравнения будем использовать известные прибли-
жения, которые не изменяют физическую картину сверхпроводящ его 
состояния:

П ренебрегаем М.  К ак  и в случае бездефектной решетки, М  описы -
вает изменение спектра электронов за счет электрон-фононного взаим о-
действия без учета образования куперовских пар, а М '  дает щель в 
спектре. Таким образом , в пренебрежении М  расчет дает изменение 
спектра, происходящ его из-за спаривания электронов.

П ренебрегаем 1тМ'. Таким образом , не будем учитывать никаких 
процессов затухания и рассеяния элементарных возбуж дений ([6], [7]).

Дальш е вычисления проводятся , как в [6]. П олучаем следующ ее 
интегральное уравнение:

е /Г  (р; Е) =  R eM ’ (р; Е );  ' (р) =  <М' (р; Q (р)), Т  —  температура.

Я ( ? ;£ )  =  0. (П)

(12)

р\ k

где Q (р) —  положительный корень уравнения (И ) ;

-V ”7
Ядро К  (р, р ' , k) имеет вид

К G ,  Р 'Л )  =  — \ а * (k) Д<р - У - Л )  +  
© (*)  L

+ i r D* ^  д (а ~  7 (8 8
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где I e ( p ) ,  е (р ')) —  обрезающий фактор в модели БКШ:

( Ц —  ют < е < ц  +  а>„
/ ( е ,  в ') =  - Ь  когда [ +

. О вне этой области 
(от  =  to (km) —  граничная частота фононов.

И сследование уравнения (12) проводится при помощ и метода, изло-
женного в [8]. Используя (4 ), получаем, что критическая температура Тс 
раствора А В  дается выражением

7 \ = 2Y юотехр
mpF

'2n2li3
А2 +

4 m /'2 [Uв  jr0) — UA (r0)]2 са  

P®m

— 1

где 1 п у = С = 0 ,5 7 7  (С  —  постоянная Эйлера).
Для выявления влияния слагаемого к А 2, вычислим отношение

Тс
, где Тс —  критическая температура без учета этого  слагаемого. И с-

С

пользуя (4 ), получаем

1 -ф-1

где и =
трр

2я2Ь3
А 2, 1 = 4 ms2 — erf,  

Ют

TJ =
ив (го )~ и А (г0)

Величина сг|2 является малым параметром при учете второго слагае-
мого в (3 ), описы вающ его изменение электрон-ф ононного взаимодействия 
при наличии примесных дефектов типа замещения. Э тот малый пара-

\ Mt Iметр не совпадает с упомянутым пар ам етр ом -5— — , малость которого
И1

позволила нам пренебрегать прямым взаимодействием электронов с де- 
фе ктами В. К роме того в выражении для Тс суf  умнож ено на больш ую
величину .

Отметим, еще что Тс не является критической температурой ТсА 
чистого вещ ества Д  так  как все постоянные в %' определяются для 
раствора АВ. Однако при малых концентрациях и малой разности ато-
мов А а В (мало г\) ТсА не отличается сущ ественно от  Тс.

Для сверхпроводников V  имеет значения 0 ,1 — 0,4 . Для оценки 
тпорядка отношения —f -  положим, например %' — 0 ,2 , с =  0 ,1 , т] =  0,1,

с
m — 2m0, s =  5 - 105 см-секг1, toOT =  200°K; =  2 - 102. Получаем =

com T c

=  1,07.
Отметим, что значение 0,1 для с по порядку величины соответствует 

предельной концентрации для ряда твердых растворов.
Как известно {9J, при очень малых концентрациях сущ ественное зна-

чение имеет анизотропия электрон-фононного взаимодействия, которая 
для ряда сплавов приводит к понижению критической температуры. При 
повышении концентрации наблюдается повышение критической тем пера-
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туры сплавов по сравнению с таковой для чистого металла. В озмож но, 
что рассмотренное изменение электрон-фононного взаимодействия в 
твердых растворах типа А В  является одной из причин, порож даю щ их 
упомянутое повышение критической температуры. Н уж но добавить, что 
рассмотренная выше модель —  сильно упрощенная. Она не учитывает 
ряда других эффектов (например, изменения спектра фононов, изменения 
топологии поверхности Ферми и т. д .) , которые могли бы иметь извест-
ное значение при концентрациях, сравнимых с предельной. Оценка их, 
однако, составляет особу ю  задачу.

В заключение вы раж аю т благодарность проф. В. Л. Бонч-Бруевичу 
за многочисленные полезные обсуждения.
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