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К ТЕОРИИ ЯДЕРНОГО ЭФФЕКТА ОВЕРХАУЗЕРА  
В МНОГОСПИНОВЫХ СИСТЕМАХ

Рассматривается теория парциального и интегрального ядерного эффекта Овер- 
хаузера в системах типа A iX k. Получены уравнения для продольных составляющ их на-
магниченностей в системах AiRh . . .  Х Р. Выведена общая формула для парциального 
эффекта при условии независимой релаксации. При расчетах учитывались внутримоле-
кулярная дипольная релаксация и релаксация, обусловленная флуктуирующими полями. 
Расчеты основаны на использовании выведенных тож деств, связывающих вероятности 
релаксационных процессов.

Эффект О верхаузера, наблюдаемый при двойном ядерном магнит-
ном резонансе, в н астоящ ее время ш ироко используется, в частности , 
для идентификации линий слож ны х спектров Я М Р и для изучения релак-
сационных процессов в молекулах. Ц елесообразн о ввести более диффе-
ренцированную терминологию. Б удем назы вать интегральным ядерным 
эффектом Оверхаузера изменение продольной намагниченности группы 
ядер при накачке на частоте другой  группы ядер (см ., например, [1— 4]). 
Э тот эффект аналогичен откры том у ‘ранее обычному электронно-ядерно-
му эфф екту О верхаузера. П арциальным эффектом (Оверхаузера будем 
называть изменение интенсивности отдельных линий спектра тонкой 
структуры Я М Р п од  действием накачки на частоте, соответствую щ ей 
одной из линий спектра (см., iB частности, ![5]), Основная м асса  экспери-
ментальных работ относится к двухспиновым системам, в ряде работ  
развивалась теория эффекта для двухспиновых 'систем [3, 4, 6— 8]. (Б о -
лее подробную библиографию можно найти в обзор е [9].) Парциальный 
эфф ект О верхаузера в более слож ны х системах изучался в некоторы х 
р аботах  лишь качественно [10— 12]. М еж ду тем для изучения релаксаци-
онных процессов требую тся  количественные измерения эффекта, п од об-
ные тем, которы е были проведены в [5] для ацетальдегида. О дноврем ен-
но возникает задача разработки теории эффекта для 'многоспиновых 
систем. В настоящ ей р аботе рассматриваются  системы типа А Д ь  (о б о -
значение соответствует общ епринятой номенклатуре [13]). Результаты  
для интегрального эффекта обобщ а ю тся  на бол ее  широкий класс систем  
AiRu  ••• Х р.

Уравнения для населенностей энергетических уровней
Состояния .системы A {X k в нулевом приближении характеризуются 

параметрами I, т, Г , т\ где I  и т  —  полный спин и его z -проекция для
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группы A i, I '  и m '  —  для группы X k. Н аселенности энергетических уров -
ней обозначим film,I'm' • Д ля простоты  .записи не вводим специальных 
индексов для характеристики отдельных состояний, принадлежащ их 
одинаковы м значениям /  или I'. В последующ их ф ормулах в сум м ах по 
I  и Г  подразумевается суммирование и п о  таким 'состояниям. Если 
энергетический уровень вы рож ден, то  под njm,i'm’ подразумевается н а-
селенность, приходящ аяся на одну степень вырождения. Релаксацион-
ные уравнения им ею т вид

dtlimj'm'/dt —  ^  ( //о т + р ,/ 'о т ' flm,I'm’) ^ Imjm+p +  0 )
р=0,±1  J

X ]  ^  Im,~Y'm’ + p  f  Im ,I 'm ') ^ I 'm ' ,  I '  m '+p ] [ i S  ^Tm -\-p,l'm '
7 '  p = 0 ,± l,± 2  7 '

flm,I'm')  Im~im-\.p “Ь ( / ImJ'm'-^p flm,I'm’) -p] ""f-
P

S  (fIm-\-p,I'm '-\-p’ f l mi I ’ m')  ^'1т,Гт'\1т-\-р,Гт'-\-р''
P ,P '=  0,±1 д /Т

Здесь fim. I'm ' =  nim, I'm ' —  « L ,  / 'о т ', Я /m , I'm ’ —  бОЛЬЦМаНОВСКИе H a c e -  
лениости. В (1) учиты ваются следующ ие типы релаксации. W  характе-
ризуют переходы , обусловленны е взаимодействием с  флуктуирующ им 
магнитным полем: W fg =  2тс | (f\S%i\g) |2> f  и g — сокращ енные обозн а -
чения для начального и конечного состояний, тс — время корреляции;
как обы чно, предполагается сотс< 1  (см. [14]); Ж\ =  — у  —

П
H'(n)i(n) первая сумма берется  по ядрам комплекса Аг, вторая —

П
комплекса X k; — случайное поле, действующ ее на ядро с  номером п,
/(п) —  оператор спина этого  ядра. В случае системы  результаты не 
зависят от степени корреляции полей, действующ их на неэквивалентные 
ядра. Д ля эквивалентных ядер ,в общ ем  случае надо ввести коэффициен-
ты корреляции с пп.’ , 'определяемые (следующим обра зом : #*п)Я*ге } =
— Спп’ Н У 2 и т. д. В  выражении W lm j m+p опущ ены индексы Г,т ',  которы е 
одинаковы в начальном и конечном состоянии и от  которы х W lm j m+p  
не зависит. (Аналогичное знамечание справедливо и для остальных в е-
роятностей в (1 ), кром е R .)  D  и R описывают дипольное взаим одейст-
вие, соответственно, меж ду эквивалентными и неэквивалентными 
ядрами:

D U =  2  S  • ©  (® й) I i f  I I Я> I ’ • (2)
п< л ' q

R „ = S E  (“ f J  К/ MS-1 г) 12. (3)
n,n ' q

В (2) п ;и п' отн осятся к  ядрам одной подгруппы (Ai или X k),  в (3) —  
к ядрам разных подгрупп. Обозначения соответств ую т обозначениям 
монографии [14] (стр. 255 и 271). Формулы (2) и (3) справедливы в 
предполож ении о  малости корреляции между движениями 'Отдельных 
пар спинов.
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Парциальный эффект О верхаузера при независимой релаксации

В данном разделе рассматривается 'вариант независимой релакса-
ции ядер подгрупп А* и X h, когда членами с R в (1) мож но прене-
бречь. При расчете бу дут использованы тож дества

Е  £  P W I m J m + p = - 2 a t n ’ (4)
Т Р = ± !

S  £  P D I r n X m + P ^ - 2 b m ' (5)7  р=±1,±2

4 =  ^ -а *^ ][^ '(ш ) +  Л (2и)], a =  ^-Y 8*-
гс'

Аналогичные формулы справедливы и для переходов в подгруппе X k. 
Не приводя подробностей вычислений, рассмотрим последовательность 
вывода формул (4) и (5). При произвольных коэффициентах корреляции 
формулу (4) можно вывести, не используя явных значений матричных 
элементов, для вычисления которых потребовалось бы знание векторов 
состояния, являющихся линейными комбинациями мультипликативных 
базисных векторов. Левая часть формулы (4) равна

2  « /о т  | /<? |Tm +  1) (I'm +  1 1/$'> \ Im) —
ntn' у

—  (Im  | I P  |7m — 1) (Im  —  11 №  | Im )) .

Последняя сумма преобразуется: (Im  | [7 ^ , I ^ ]  | Im), так как оператор

/ т +  1) (Im  -f- 1 1 мож но заменить \ I m ) ( I m \, поскольку все чле- 
7  Т,~пг

вы с. т ф т  в формуле обратятся в нуль. Последний оператор 
является единичным в силу полноты и ортонормированности системы век-
торов состояния. Аналогично, 1т —  1) ( I m —  1 1 также заменяется

7
единичным оператором. Используя затем тож дество [ /^ \  /<"'>] = —  21^6пп>

и считая, что Я + Я ^  не зависит от п (индекс п опускаем), мож но по-
лучить формулу (4).

Аналогичная методика применяется яри вы воде формулы (5 ). Здесь 
используются коммутаторы
[Л У , л“ .] =  а* { -  2 (/? >*/?'> +  )+  (/?’ +  Л"'1) (/?|/£ ') +  /!?'>/!:>)}, (6)

лй- ® а (/<“>/$'> +  /*“’>/$>), л у  = 4ЙР,
i f  i f ’] = — 2 { f f ) a 1" 2 — i 1” 2) +  i f  (7)

Рассматриваю тся  ядра со  спином 7г- П оэтом у при действии на л ю бую  
линейную комбинацию мультипликативных базисны х векторов оператор
1{г )% дает собственное значение lU, а / (п>2 —  значение 3Д. В торое сл агае-
мое в (6) имеет собственн ое значение 0, так как 1-р1— ) дает ненулевой 

результат, если проекции спинов п и п' в мультипликативном векторе 
равны соответственно — V2 и V2 , они п р е х о д я т  в  V2 и — 7г; затем  на этот 
вектор действует оператор  /гЯ)+  i f  ) > которы й обращ ает его в нуль. ■При



вы воде формулы (5) используется предположение о  том , что ^  и
П'

1(пп' ие  зависят от  п (ядра эквивалентны ).
П'

Расчет '.парциального эффекта О верхаузера сводится  к вычислению 
населенностей энергетичеоких уровней. П усть накачка ведется на одной 
из частот лодюпектра А г-, соответствую щ ей определенному значению 
т '—то'. Рассматривая случай насы щ ения,обозначим равные друг другу 
населенности п > через п >. Для определения остальны х п1т<г т>1ТП7 1 /72q /Wq

надо решить систему уравнений, 'состоящ ую из приравненных нулю пра-
вы х частей уравнений (1) при т 'ф гпо  (в данном разделе вероятности R 
не учиты ваю тся). iB силу близости частот каждой подгруппы мож но п о-
лож ить равными др уг другу  больцмановские разности

П1т,Гт’  ПТт+р,1'т ' =  О’ п 1т,1’ т’ П1тХ 'т'+ р  =  Р ^  0- (8)

О бщ ее решение исходной системы уравнений м ож ет  бы ть найдено индук-
тивным путем. Э тот  вывод, однако, является весьм а громоздким. П оэто-
му мы сра зу  приведем общ ий результат и покаж ем, что он действительно 
удовлетворяет исходной систем е уравнений. О бщ ее решение имеет вид

nimj'm' =  П > +  А ' (т'0 — т') +  S r m>A0m, (S . =  0). (9)
о т0

П одставляя его в исходную систем у уравнений, мож но убедиться в том, 
что в силу тож деств  (4) и (5 ) из этих уравнений исчезает зависимость 
от  т, А0, До'. П оскольку решение единственно1, отсю да следует справед-
ливость общ ей формулы (9 ). О ри этом  для коэффициентов получаем 
.систему уравнений

-  2 [а +  Ь) +  1) +  £  I  <Sp„.+ ,  -  S „ „ . ) +
p = 0 ,± l  p

( 10)
“f-  £  ZJ (*^7'm'+p S rm ') D/'m'J'm'+p ~

P = 0 , ± l , ± 2  -p

которую надо решать для каждого отдельного варианта. Например, для 
спектров AjX  при т0 = -------- интенсивности линий подспектра X  пропор-

циональны пиw,vs- 7 s —  nimMJu =  До (1 — & /а1/2/п). Из уравнения (10) сле- 
дует & /iVl -  —  2 (a - f  b)J[2 (а +  Ь) +  a ’ ], (W 4,4t,4t- 4 t= a ’ =  т д ' 2 (Я ;2 +

+  Н у ) ) ■ Существенной особенностью решения (9) является независимость 
от  коэффициентов корреляции полей, действующих на ядра подсистемы A t. 
В то же время коэффициенты Sp т> могут зависеть от степени корреляции 
полей, действующих на подсистему X k. Это проявляется уже в случае 
системы А гХ 2. Например, при т ’0 =  1 расчет дает для коэффициента S ^ ,  
определяющего эффект, следующие значения: —  а (а  +  3а ') / [ (а + а ') 2+
+  аа ']  при полной корреляции и

5 ] - !  =  —  4а (а +  2 а ')2/[(2 а  +  За ')2 (а +  а') — 3аа'2 —  5а '3]

при отсутствии .корреляции, когда -поле предполагалось изотропным. 
(Ввиду гром оздкости  мы не приводим здесь общ его решения с учетом 
дипольного1 взаимодействия и произвольного (коэффициента корреля-
ции.)
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Интегральный эффект О верхаузера

Из уравнений (1) и тож деств  (4) и (5) следую т уравнения для п ро -
дольных составляю щ их намагниченностей подсистем  Ai  и Хи- О бозн а -
чим эти составляю щ ие М А и М х . Ч тобы  получить уравнение для М А, 
надо (1) умнож ить на Нут и п р осу mimкровать по всем  I, т, Г, т'. Для 
иллюстрации методики расчета  вычислим сум му

X ]  I L  т  (f t f'n + P , I ’m' ~ ~  f Im ’ ^ J m 7 m + P '  ( ^ )

В первой части этой сумм ы произведем сдвиг индекса су м м и рова-

ния ;на величину р: S L S  (m —  Р) fjmj'm' ^ im-pHm • Э тот прием являет-
ся корректным и изменение пределов-суммирования не приводит к ка-
ким-либо усложнениям. Затем в этой сум м е меняются обозначения 
индексов суммирования /-*•/, / - > /  и переставляются индексы начального 
и конечного состояний у  W. Суммируя результат с  остаю щ ейся  частью 
выражения (11 ), получаем

2  S  £  m f  Im ,I'm ' { W Im j m - p ~ ~ W I m j m + p )  ~
I,m ,I',m ’ р 'у

S  X  X j  / Im, I ' т ’ im  J m - p  '
1,т ,1',т ’ р у

П ервая сумм а равна нулю (это становится очевидным после замены 
р->— р  во  второй части сум м ы ). В торая сумма вследствие тож дества
(4) равна — 2 а ^  т. е. величине, пропорциональной

1,т,1’ ,т'

М о — М А (Мо — равновесное значение продольной намагниченности). 
Аналогично рассчиты ваются члены с  дипольным взаимодействием м еж -
ду эквивалентными ядрами. Суммарный результат р а в ен (М о— М А)/Тл),

1 /7 ^  =  2а  +  2Ь. (12)

В клад в константы тепловой релаксации от  дипольного взаимодей-
ствия меж ду неэквивалентными ядрами рассчиты вается аналогичным 
методом. При этом  осущ ествляется одновременный сдвиг m и т'. Часть 
выражения, как и в рассмотренном случае, компенсируется.

О статок  равен

f l m j ’ m' Р^1т,1'т';1т-\-р,1'т'-\-р’ .
1,т ,Г ,т ' ^ р / = 0 , ± 1

Вычисление последней суммы  осущ ествляется  тем  ж е способом , что и 
вычисление сум м (4) и (5 ). М ож н о показать, что

_i_

36
Т г  Р .Р '=0 , +  1 п ’

1 8 /А  (и) +  9 /2 -  (<о +  ш')] т -  ±  р* V  [ а ©  (а +  со') - А  (а - o ' ) ]  т’ ,
оо м

п

P = ~ Y Y 'b -
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В результате получаем окончательные уравнения

dMA/dt =  (Mi! — MA)jT д +  (М„ — М-':)/Т.,х, (1 3 )

Ц ТА =  1 /Г? +  1/Г<Р,

1/7” =^ ( ® )  +9js  <“+ (14>
я '

1/ГЛх =  ^  Р2 (Y/Y') ^  [ 9 *  (® +  и ')  -  А  (ю - < » ' ) ] .  (15)
п

В (14) сум ма ’берется п о  номерам ядер комплекса X k, в (15) — по н ом е-
рам ядер 'комплекса А г-.

Аналогичным обр азом  мож но получить уравнение

dMXfdt =  (М 0*  -  М Х)1ТХ +  { М % - М а )1Тх а . (16)

Значения парам етров Тх , ТХа  нетрудно выписать по аналогии с  ТА и 
Ta x - Приведенный расчет непосредственно обобщ а ется  на случай н е-
скольких групп эквивалентных ядер (система AiRh ••• Х р ) ; например,

dM Aldt=-(M $ —  M*)/Ta  +  (M§ —  M r )/Ta r +  . . .  + { М $ - М Х) Т АХ. (17)

Ф ормулы для параметров  ТА, TAR, ..., ТАХ очевидны из соображ ений 
аналогии.

Н айденные в данном разделе выраж ения для параметров  тепловой 
релаксации являются обобщ ением соответствую щ их формул для д ву х-
спиновых систем , выведенных другим путем  в монографии [14] (см . ф ор-
мулы (V III, 76, 88) при I =  S =  — т ам ж е была приведена формула

для случая дипольного взаимодействия меж ду несколькими эквивалент-
ными ядрами (V III, 7 7 ), ию при ее  вы воде н е учитывалось спин-спино- 
вое  взаимодействие меж ду ядрами. 'Полученное в  данной (статье об об щ е-
ние на многоспиновы е системы  не является тривиальным, так  как  в 
предлагаемом выводе сущ ественно учитывалось т о  обстоятельство1, что 
спины взаимодействую т др уг с  другом , образуя  систему, характеризуе-
мую суммарны м спином и его проекцией.

Выводы

Теоретическое описание эффекта О верхаузера связано с  решением 
системы  уравнений вида (1 ). Количество этих уравнений даж е для о т -
носительно небольш ого числа спинов в молекуле мож ет бы ть очень 
большим. В данной 'статье мы хотели выяснить, в каких случаях воз -
м ож но получение общ их результатов без проведения детальных (расче-
тов. Для систем  A iR h ... Х р в случае релаксации, обусловленной  взаим о-
действием с  флуктуирующим магнитным полем и внутримолекулярным 
дипольным взаимодействием, продольные намагниченности удовлетво-
ряют уравнениям с  релаксационными членами блоховского типа. Реш е-
ние этих уравнений является неслож ной задачей. П олученные значения 
релаксационных констант '.могут быть связаны  с  параметрами вещ ества  
(см . [14]). Таким образом , задача теоретического описания интегрально-
го эффекта для рассмотренны х спектров и механизмов релаксации в 
принципе является решенной. О бщ ая формула (9) для парциального 
эффекта (система A {X h) бы ла получена для ‘случая независимой релак-
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садии каж дой группы эквивалентных ядер; Характерной особенностью  
этой формулы является пропорциональность изменения населенности 
квантовому числу т. Эффект не зависит о т  корреляции случайных по-
лей, действующ их на ядра, па частоте которы х производится накачка, 
но мож ет зависеть от  корреляции полей, действующ их ;на ядра подси-
стемы , на которой наблю дается эффект. Если релаксация не является 
независимой, то  общ ей формулы для парциального эффекта, по-видимо- 
му, не сущ ествует. В этом  'случае 'надо реш ать исходную  си стем у урав-
нений для каж дого конкретного варианта, рассчитав предварительно все 
вероятности. Н езависимую релаксацию м ож н о ожидать, в молекулах с 
достаточно сильным случайным полем или в тех  случаях, когда р а сстоя -
ние меж ду неэквивалентными ядрами значительно превыш ает расстоя- 
иие м еж ду эквивалентными.

Парциальный эффект Оверхаузера в .принципе дает больш ую  ин-
формацию о  релаксационных процессах, чем интегральный. Например, 
при независимой релаксации каж дой группы эквивалентных ядер инте-
гральный эффект вообщ е отсутствует, а парциальный сущ ествует. Было 
бы желательным проведение экспериментов с  количественным измере-
нием эффекта для 'различных типов спектров и для возмож но более 
ш ирокого круга веществ. В дальнейшие задачи теории входят расчеты  
эффекта для других типов спектров, включая расчеты для отдельных 
частных случаев, а такж е учет дополнительных механизмов релаксации. 
О бобщ ение на случай скалярной релаксации н е представляет затрудне-
ний, так  как скалярное взаимодействие является 'более простым, чем 
рассмотренное диполыюе. Б олее важным является учет межмолекуляр- 
ной релаксации, которая  мож ет играть значительную роль. П роблемы, 
связанные с  меж  молекулярной релаксацией, предполагается ра ссм от-
реть в  дальнейшем.

А втор вы раж ает признательность Ю . С. К онстантинову за полезные 
обсуж дения.
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