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О КОСВЕННОМ ДЕЙСТВИИ ПРИТЯЖЕНИЯ СОЛНЦА  
НА ДВИ Ж ЕН И Е ВБЛИЗИ ТРЕУГОЛЬНЫХ ТОЧЕК ЛИБРАЦИ И  

СИСТЕМЫ ЗЕМЛЯ —  Л УНА

Получено общ ее решение уравнений в вариациях, описывающих плоское движение 
тела бесконечно малой массы вблизи треугольных точек либрации системы Земля —  
Луна с учетом косвенного действия притяжения Солнца.

В работе [1] рассмотрены  возмущения в движении тела бесконечно 
малой («нулевой») массы вблизи треугольных точек либрации системы 
Земля —  Луна, производимые прямым действием притяжения Солнца. 
Такая постановка приводит к рассмотрению дваж ды ограниченной зад а-
чи четырех тел, согласно которой Земля, Луна и Солнце движутся по 
некоторым эллиптическим орбитам относительно центра м асс Земли и 
Луны. Иными словами, в такой постановке задачи не учитывается влия-
ние притяжения Солнца на относительное движение Земли и Луны, и, 
следовательно, не учитываются возмущения в движении тела нулевой 
массы от притяжения Земли и Луны, обусловленные влиянием притяж е-
ния Солнца на движение Земли и Луны относительно друг друга.

Такое косвенное действие притяжения Солнца (посредством  в озм у-
щения относительного движения Земли и Луны) на движение тела нуле-
вой массы рассматривается  в настоящ ей работе.

§ 1. Уравнения движения

Н аиболее просто основные особенности возмущ ающ его действия 
Солнца на движение Луны относительно Земли мож но учесть путем 
введения вековых изменений долготы  восходящ его узла ^  и углового 
расстояния перигея от узла со1.

В дальнейшем будем рассматривать только плоскую  задачу, т. е. 
будем предполагать, что Земля, Луна, Солнце и тело нулевой массы дви-
ж утся в одной плоскости.

П усть G X Y — абсолютная система координат с началом в центре 
масс Земли и Луны; ось GX  направим в точки весеннего равноденствия.

1 При построении аналитической теории движения Луны Лаплас таким ж е обра-
зом выбирал промежуточную орбиту [2].
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Движение тела нулевой массы  под действием притяжения Земли и 
Л уны  с учетом косвенного действия притяжения Солнца описывается 
си стем ой  дифференциальных уравнений

где

d?X _  dW_ d?Y dW

dt2 _  d X  ’ dt8 ~  dY ’

W  =  f  (  I
V Al 1 A2

(1)

A? =  (X  -  XJ* +  ( Y -  Y ^ ,  A | =  ( X —  X 2)2 +  (V  -  Y2)\

X 1 =  - - ! ^ - X 2, Y x =  —  у  X a =  r2 cos / , Г 2 =  r2 sin /,
mi mi

г* -
1 e cos о

•mi и m2 —  массы Земли и Луны, f  —  гравитационная постоянная, v —  
истинная аномалия Земли и Луны, / = й  +  со +  1>—  долгота  Луны в ор- 
■бите.

Здесь р, е, Q и со—  общ епринятые обозначения элементов орбиты 
•Луны. Причем величины Q и со связаны с временем t зависимостями

Q =  Q0 - f  Ш, со =  ©о +  Ы,

где Q0, coo, й  и со —  постоянные величины.
Отметим, что уравнения (1) учитывают только косвенное действие 

лритяжения Солнца посредством  величин й  и со, которые считаются 
известными. П рям ое действие притяжения Солнца уравнения (1) не учи-
тывают.

Сделаем замену переменных

X  =  r ( x  cos /  —  у  sin /), Y  =  г (х sin I +  у  cos /) , (2)
где

1
г = ----------------- ,

1 +  е cos v

и, кроме того, вместо независимой переменной t введем новую незави-
симую переменную v.

Такое преобразование координат является некоторым обобщ ением 
преобразования Нехвила [3] и переходит в последнее при

Q0 — (о0 =  Q =  со =  0. (3)

В дальнейшем будем использовать такие единицы измерений, что 
jni*= 1— (1 , m2=ix, р =  1, f —1.

При выполнении условия (3) уравнения движения имеют частные 
треугольные лагранжевы решения L4 и L$

1 — 2И> о . К з -1х  =  а = — £ — , i/ =  p = ± —  .
Введем систему координат с началом в точке либрации, т. е. о су -

щ ествим перенос начала координат
 ̂— х  —  a , ri =  у  —  р.

1 Здесь и в дальнейшем у величин, имеющих двойной знак, верхний соответ-
ствует точке либрации Ь4, нижний —  L5.
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Тогда уравнения (1) преобразуются  так:

тг2 (2 +  тг2) (£ +  а) +d2!  о /1 I dr\ — <?Q— ----2( 1+ тг) —L = г ----
dv% dv дЪ,

+  2r3em (г] +  Р) sin v,
(4)

+  2 ( 1 +  тг2) =  г ------------ 2г3ет (£ +  а) sin v +
da2 dv dr]

где
+  тг2 (2 +  mr2)  (rj +  Р),

К _ 7 ( ^ а ) 2 +  (Т1 +  Р)2 I l - t i  | И
2 Дх Д , ’

A i  =  (5  �- У 2 +  ( n  -  % )2, A i  =  а -  У 2 +  ( Я ~  г]2) 2,

|1 =  _ j x _ a ,  % = —  Р,

5а =  1 — а,  г)2 =  —  р,

/и =  —  (Q +  со), п = (  1 — е2)3/*.
п

При т —0 уравнения (4) описывают движение тела нулевой массы 
в  ограниченной задаче трех тел.

§ 2. Уравнения в вариациях и метод их решения

Уравнения в вариациях рассматриваемой задачи представим в мат-
ричном виде. Для этого введем новые переменные

х х =  1, х 2 — Г], А'з =

и обозначим

Р  =

J L
dv

О
О

dr]

dv

+ 3 / 3

1 О 
О 1

+  j ^ j L ( 1 _ 2  ц ) 7  0 2

—  2 0

Q =  2г2

q =  2 г2

2 p )r —  r 
4

0 0 0 0
0 0 0 0
1 re sin v 0 1

re sin v 1 -  1 0

*i
x2

x  ---
x$

4
a +  re Р sin v

—  re a sin v +  Р

Тогда уравнения в вариациях запишутся в виде

=  P x  +  mQx +  mq,
dv (5)
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где сохранены только члены первого порядка относительно малого пара-
метра т.

Уравнение (5) представляет собой  систему четырех скалярных ли-
нейных дифференциальных неоднородных уравнений с периодическими 
коэффициентами. Решение этого уравнения будем искать в виде

х  — лг<°> +  mxW +  тгх +  . . .  .

Для последовательного определения коэффициентов этого ряда полу-
чим системы уравнений

dv
dx{^
^ L -  =  P x V  +  Q x M + q ,

dv

Величины лг(°), х( х\ . . .  в свою  очередь будем искать в виде рядов
*(0) =  Х «Х» +  £*(01) +  е 2^(02) +  . . .  ,

*<1) =  *(Ю) +  e*(H) +  еал(12) +  . . . , 8 =  у Г ~ е2~ .1.

Величины х ^  и х определены в [4]. Расчеты , проведенные в 
[4], показали, что в с достаточной степенью точности мож но огра-
ничиться членами первого порядка относительно е, т. е. считать 
*(°>:^л;(00>+ех(01). Тогда, рассматривая параметры е и т в каче-
стве малых одинакового порядка малости, с той же степенью точности 
мож ем принять х ^ ж х ^ ,  и, следовательно,

х  л:(00) +  8Л:(01> +  тл:(!0). 

Для определения величины из (5) получим

d x ^
dv

=  p(0)v00) |'x (0)

(6)

(7)

где Р(°>, Q<°) и qW 
Фурье, а именно,

p ( ° )  =

первые члены разложения матриц Р, Q и q в ряды

0 0 1 0 0

0 0 0 1 , <7<°> =  2 - 0
у
*  X X V Xy 0 2 (1 -  е2)3'* а
у

х у V y y
— 2 0 Р

Q
(0)

(1

0 0 0 0
2 0 0 0 0

—  е2)3/г 1 0 0 1
0 1 - - 1 0

V =
4 / 1  —  е2

V =у у

Vх у  —

4 / 1  

3 / 3 ( 1 - 2 ц )

4 / 1  —  е2

Уравнение (7) представляет собой  систему четырех линейных неод-
нородных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-
ми. Причем неоднородная часть имеет вид
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Q((V ° ' +  </0) — Ap 4~ y ,  (Ak cos A kv -{- Bk sin A kv) С , 
k=i

где Ai и Л2 —  фундаментальные частоты, С —  матрица —  столбец  произ-
вольных постоянных, Л0=<7(0\ А к и B k —  известные постоянные матрицы 
четвертого порядка, легко определяемые по матрице Q<°> и величине л:(°0), 
приведенной в [4].

§ 3. Окончательные формулы и оценки

П оскольку общ ее решение однородной части уравнения (7) извест-
но из [4], то для получения общ его решения уравнения (7) достаточно 
найти какое-либо частное решение этого неоднородного уравнения.

Будем искать частное решение уравнения (7) в виде
2

я0°> =  а0 +  ^  (Kk cos A kv +  Lk sin A kv +  M kv cos A kv - f  Nkv sin A kv) С
k=\

Для отыскания неопределенных коэффициентов получим системы 
линейных алгебраических уравнений

р ‘Ч = л .

—  Р ' ° %  +  A tLt +  Мк =  Ак,

- W k - P mLt + N t =  Bk,

р ' Х - л л  =  О,

Л*М4 + Р ' Х  = 0.
Из этой системы однозначно определяются матрицы а0, L k, M k, Nk, 

и две последние строки матрицы Ки, а восемь элементов двух первых 
£трок матрицы Ки могут быть выбраны произвольно. П олагая эти эл е-
менты для простоты  равными нулю, получим следующие значения м ат-
риц Kk, Lk, M h и

Kk =  Afefc X

X

0 0 0 0
0 0 0 0

(2 k) AVxy ( 2 ~ k ) f ik ( k - ( k - \ ) h k
(2 —  k) f lk ( 2 - ~ k) A kVxy (ф +  2Л!) ( k - ( k - 1)Л*Уад(Ф +  2Л1)

Lk =  gk

M k =  K S k

0 (2 k) f ek 0 { k - \ ) U
(2 k) f 3k (2 —  k) f^k ( k - l ) U  ( k - l ) f 4k
(2 k) A J ik 0 (k —  1) A J ik 0
(2 -  k) A kf bk (2 -  k) 2Л l f &k (k -  1) A kf n  (k -  1) 2Л\f8k

(2 _  k) ±A kVxy -  (2 -  k) f m  (k -  1) AAkVxy - ( k - l )  f10k 
( 2 - k ) f 9k (2 k) Vxyf 8k ( k - l ) f 9k ( k -  1 ) V xyf ak

0 ( k ^ l ) A kf tk! 4k 0(2 ' k) ik
(2 -  k) A J bk ( 2 - k )  2 K ifsk (k -  1) A kf bk ( k -  1) 2 A2kf 8k
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N k =  K S k

где

(2- * ) /«
(2— k)fbk

О
(2—k)2Akf j8k ( k - 1  )hk

о
(k— l )2 A J 8k

- (2 -k ) 4 A iV xy (2— k)Akf 10k - ( k - l ) 4 A l V xy ( k - l ) A J m
-(2— k)Akf 9k (2 k)AkVxyf м {k l)A ^/9fe - {k - l ) A kV J 6k

A2 { l - e ^  (Ф4-2Al) ’
Ф =  ^

fik — — 2Л* (ф +  2Af) -f- 4 (Vyy

4 - V  —  4~  к у  у  »

л!),
fa =  -  л, l ( V „  +  h i - 2)* +  v l ,  -  4л! +  4], 

/ » = 2 Л е ( 1 - Л ! ) ( Ф +  2Л£ +  4 ),

/ «  ^  (V№ +  K f  +  -  4A|, /„  =  -  Vw  (<p +  2 K  +  4),
r2

fek =  -  Л1 O ' +  A* -  2)2 -  +  (Vyy Л|)2 +

h k =  Уху{ ^ 1 ( $ +  2 Л | ) - / Й], /,* =  Ф -2Л 2 +  4 .

/эй =  2ЛЙ (Ууу — Vxx), f 10k =  (Vyy +  Afe) f sk.

Компоненты матрицы —  столбца aQ имею!1 значения?
О, + 4  1 /3 /9  (1—  е2),  0, 0 или О, + 0 ,7 72 1 , О, 0.

Приведенные формулы полностью  определяют общ ее решение урав-
нений (5) в виде (6 ).

Н апомним, что эти формулы описы вают движение тела нулевой м ас-
сы в окрестности  треугольных точек либрации системы Земля —  Луна с 
учетом только косвенного действия притяжения Солнца. Если в решение- 
(6) ввести возмущения первого порядка от прямого действия притяж е-
ния Солнца (согласно [1]), то решение мож но записать в виде

х  =5= JC(°°) +  е*(01) +  m x W  +  vx(sl>, (8>
где v —  некоторый малый параметр, характеризующ ий прямое действие 
притяжения Солнца.

Для системы Земля —  Луна —  Солнце используемые параметры 
имеют следующ ие значения [5, 6]:

т

е — 0,0549005, ц =  0,0121168 ( ( 1 — ц )/ц  =  81,53), 

0,0084548 (Q  +  со — 0,111404 град/сутки), v =  0,0055303.

Используя эти значения параметров, для матриц Kk, £k, и 
( k = l ,  2) получим значения

* i  =

Li =

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

. к 2 =
0 0 0 0

+  6,2468 1,9762 0 0 0 0 ±  6,2468 - -3 ,901 3  *
—  10,8280 ±  0,3814 0 0 0 0 4,8098 Ч; 1,2138

0 —  84,4383 0 0 0 0 0 1,0169
—  23,8460 ±  50,6086 0 0 Т = 0 0 1,1700 +  0,7802
—  27,7345 0 0 0

, 2 —
0 0 10,2998 0

±  16,6228 —  6,9521 0 0 0 0, +  7,9025 2,9340
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+ 6,2468 27,2299 0 0 0 0 ±  6,2468 —  4,8693
— 3,6961 +  14,7545 0 0 /И, = 0 0 3,6961 +  1,9565
— 8,2948 0 0 0

> 1 ' i2
0 0 9,8039 0

± 4,9715 — 2,0792 0 0 0 0 +  7,5220 2,7927

— 27,7345 0 0 0 0 0 10,2998 0
+ 16,6228 — 6,9521 0 0 JV» — 0 0 +  7,9025 2,9340
+ 1,8683 —  8,1439 0 0

, ■'«г —
0 0 +  5,9460 4,6348

1,1054 +  4,4128 0 0 0 0 -  3,5182 +  1,8622

Приведенные числовые значения матриц позволяют достаточно про-
сто учитывать косвенное действие притяжения Солнца при вычислении 
траекторий движения тела нулевой массы вблизи треугольной точки либ-
рации системы Земля —  Луна.

К роме того, приведенные числовые значения позволяют оценить ве -
личину m\xW  в формуле (8 ). Такая оценка показывает, что косвенное 
действие притяжения Солнца производит значительные возмущения в 
движении тела нулевой массы. Так, для интервала времени, равного 
одному месяцу, величина /пх(10) имеет одинаковый порядок  с величиной 
х(00) +  ех(01)+л?л;(81). С ледовательно, при исследовании движения тела нуле' 
вой массы вблизи треугольных точек либрации системы Земля —  Луна 
необходимо учитывать не только прямое действие притяжения Солнца,, 
но и косвенное.
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