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Показана возможность отрицательного поглощения в системе электронов, нахо-
дящихся в неоднородном магнитном поле типа магнитной ловушки. Вычислена мощ-
ность отрицательного поглощения.

Отрицательное поглощение электронами, движущ имися в одн ород -
ном магнитном поле, в настоящ ее время хорош о изучено [1— 4]. Эффект 
усиления, возникающий в этой системе, обусловлен релятивистской зави-
сим остью  массы  от скорости  или, с квантовой точки зрения, слабой 
(порядка ft) неэквидистантностью  энергетического спектра [4]. В неод-
нородном магнитном поле либо в скрещ енных полях эффект усиления 
сущ ествует уж е в нерелятивистской области [5— 7]. Это специфическое 
явление для системы осцилляторов с несколькими степенями свободы . 
И спользование таких осцилляторов м ож ет представить известные пре-
имущ ества по двум причинам: во-первых, ввиду некритичности эффекта 
усиления к расстройке внешней частоты относительно резонансной ча-
стоты переходов, во-вторы х, ввиду возмож ности увеличить коэффициент 
усиления.

Так для скрещенных полей типа [6— 7] отдаваемая волне мощ ность
j _Ф

в — ( 0 < 6 < 1 )  раза больше, чем в случае однородного магнитного

поля [1] при тех же энергиях частицы.
Здесь рассматривается другой случай осцилляторов с несколькими 

степенями свободы , который легко м ож ет быть осущ ествлен экспери-
ментально—  электроны в адиабатической магнитной ловушке, задавае-
мой вектор-потенциалом

А ' - А . -  0 ; 4 , ^ ( 1 + - £ - ) .  (1)

Вектор-потенциалу (1) соответствуют  следующ ие значения для 
компонентов поля:
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В поле такой конфигурации частицы соверш ают конечное движение, 
двигаясь по винтовой траектории с переменным радиусом  и шагом. 
М ы будем исследовать нерелятивистский случай, когда продольный 
размер области движения (амплитуда z -колебаний) достаточно мал по 
сравнению с параметром неоднородности поля А, т. е. г 0/Д < 1 . Как вид-
но из (2 ), в этом  случае поперечные компоненты поля малы по сравн е-
нию с продольной.

П оставим задачу определить мощ ность индуцированного излучения 
данной системы в дипольном приближении. Общ ая формула для мощ -
ности излучения м ож ет быть получена обобщ ением метода [8] на слу-
чай колебаний с несколькими степенями свободы . Суть метода [8] св о -
дится к введению таких канонических переменных, когда н евозмущ ен-
ный гамильтониан содерж ит лишь канонические импульсы и не зависит 
от сопряженных координат. Для системы, соверш ающ ей конечное дви-
жение, такими переменными являются действие —  угол  [9, 10]. Гамиль-
тониан полной системы (включая электромагнитные волны) в диполь-
ном приближении мож ет быть записан в виде

Я  =  Я 0 +  Я , ;  Я 0 = ( р - ^ А ) 2+ - ;

Я /  = ------ — Ср ------- а Л а „-, А „  =  У 'й „е „ со5 (ш ^ -| - tp„). (3)
тс \  с J

|Л

В нулевом по Я х приближении решения уравнений Гамильтона в 
переменных действие —  угол, очевидно, имеют вид [10]

I f  =  const; wlm — QJ 4- 6£; Й =  — (4)
dlj0)

Отметим, что фактически мы имеем дело не с одной частицей, а с 
ансамблем частиц, фазовые положения которых неопределенны (в нуле-
вом приближении). Э то означает, что в окончательном результате сл е-
дует усреднить по 6*.

В первом по H i  приближении получим

Л dw?> J д! °>о 1 о 1
П ереходя к декартовым координатам

• (6,
i

найдем следующ ее выражение для мощ ности дипольного индуцирован-
ного излучения:

. . , т t
__ е S l u t  \ 4ле2

ИНД ( r (1)Am) 6 ip = ------------- l i m Г dt Г dt
1 ЮС т~> 00 J J

О о

X ^ Г ® ш с о ( Г - 0  • ( К > ) ( 0 ;  S > ( 0 } >  +  
к

+  f  sin ш (t" —  t) / J L .  (^ ) g j ( 0) ф  \
01 i  «J ' d w -  dw £  /о

/--> dwdO. (7)
k% v ’
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Здесь фигурные скобки  означают классические скобки П уассона, / - » __
спектральная плотность интенсивности, Я —  индекс поляризации, по по-
вторяющ имся индексам i, j подразумевается суммирование.

О братимся к определению траектории движения частицы в поле (1 ). 
Как мы уж е заметили, радиус винтовой траектории меняется при пере-
мещении частицы вдоль оси z. В положении z =  0 электрон, обладающ ий 
моментом количества движения Р ф, вращ ается по окруж ности радиуса 
г0= (2 с Р ф /е 0В о)1/2; при z= £0  радиус вращения г запишем в виде г =  
=  г0( 1 + £ ) .  Ввиду слабой  неоднородности поля в области  движения 
естественно предполагать, что радиус вращения меняется мало, т. е. 
£ < 1 ;  мы увидим ниже, что это находится в хорош ем согласии с усл о-
вием 20/Л < 1 . Уравнение Гамильтона— Якоби в переменных £, <p, z, оче-
видно будет иметь вид

2тЕ =  - L  ( « Л *  +  ( ™ - У  +  - Ч — Y ( l  +  +  —  )■ (8)
: l W I  ) V dz ! V аФ )  V л* )

Его решение, выраженное через / g, / Ф, / 2; ф, z, запишем в следую -
щей форме:

s='р - (v V1 ~ т +аг“ш ir)+7| i't V1 ~ ir +
+  arcsin j ; 20 =  (ГоЛ/^/ф)1/*; |0 =  (/| //Ф) 1/2.

So I

М ы  видим, что условие |0 С  1 означает малую степень возбуждения ра-
диальных колебаний и совместно с  условием С  1. Теперь можно вы-

разить координаты через угловые переменные a>g, wv, wz согласно соотн о-
шениям wt =  dSjdli:

(9)

— £0 sin w g; ф =  w<p------- —  sin 2 wz -------- —  sin 2w%
4^ф 2/ф

(10)
2 =  z0 sin wz\ wt =  Qit +  6if 

где частоты Qt- равны:

Qg ~  Цр =  U>B f  1 +  d r  ^  —7 - .  ( 1 1 )
\ 2А/ф J A

Согласно сделанным выше предположениям

(ов —- Qg й ф, так как /'0/ 2/2 А /ф =  2^/2 А2 <^1. (12)

Сопоставляя выражение для Q2 с условием (12), мож но сделать вы-
вод о допустимых в рамках сделанных ограничений значениях отношения 
/ 2/ / ф. Именно при Qz == со в  отношение / 2/ / ф должно быть мало, в случае 
ж е Qz <С со в (г0 <С А) это отношение может быть порядка единицы и выше.

Из формул (10) следует, что «ф а зовое» движение слагается из трех 
частей: равномерного движения со «ск ор остью » й ф, фазовых колеба-
ний, обязанных аксиальным (с частотой 2QZ), и фазовых колебаний 
частоты 2сов , связанных с радиальными колебаниями. Амплитуда ф азо-
во-радиальных колебаний мала, что дает нам право разлагать по ней 
в ряд. Амплитуда фазово-аксиальных колебаний, равная / 2/4 /ф> не об я -
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зательно мала, как было отмечено выше. П о этой  причине мы не мож ем 
вести разложения по амплитуде фазово-аксиальных колебаний и дол ж -
ны учитывать эту часть фазового движения точно.

Чтобы  выяснить, какие из резонансных частот системы наиболее 
сущ ественны при взаимодействии с переменным полем, запишем с уче-
том выш есказанного явное выражение для комплексной координаты по-
перечного движения:

СО

x  +  iy — rei(f =  ^  r0Jn ( /2/4 /ф) jex p  i (wv —  2nw2) - f
n = — CO

£
+  - p -  [exp i (доф — 2nwz -j- щ ) —  exp i (wv —  2nwz — <£>g)] —

E2
------ [exp i (w9 —  2nwz +  2w%) —  exp i (шф —  2nwz —  2ws)] +  . .  (13)

Из этой записи видно, что наибольший вклад в мощ ность излучения 
мож ет дать «главная серия» резонансов на частотах

со„ =  —  2 nQz. (14)

Перейдем теперь к вычислению Ртнд на этих частотах. При этом  
всю ду будем отбрасы вать квадраты и более высокие степени малых ве-
личин £0 и z0/A. П оскольку в формулу (13) входят лишь квадратичные

1 !►
комбинации г(°), очевидно достаточн о сохранить в сумме лишь первый 
член. П усть падающ ая волна поляризована вдоль оси у, т. е. единич- *■>
ный вектор е% в (7) имеет вид е = { 0 ,  1, 0 }. П одставляя (13) в (7) и 
производя все необходимы е усреднения, получим

dp*nx =  —  У ] Ф п М я ( ч )  ®«)2 [S (со —  со„) —  б (to +  со,)] —0С *шш
п = —С/3

—  (r0Jn (rj) (й„)2 (Д,соя) [6 ' (со —  ©„) 4- ь '  (<Й +  со„)|} /  (со) йщ  (15)

D n — -  J -------2п ; г\ =  Jn —  функции Бесселя.
*Ар 91 г 4 /ф

Количество слагаемых в сумме по п- определяется эффективной шири-
ной Да спектральной функции I  (со) по отношению к разности cort —  co„_! =  
=  2cofir0/A . Интегрируя (15) по со, получим для мощности индуцирован-
ного излучения n-гармоники выражение

_ j t a M g , [г2 _,2( ) / ( | ^  (10)
С

Здесь производную от спектральной плотности нуж но понимать в сле-
дую щ ем смысле:

D J  ( | соя |) =  и=|^ ) ф пco„) sign соя.  (17)
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Займемся исследованием знака выражения (16). Выполняя все не-
обходимые дифференцирования, мы придем к следующ ему вы ражению:

Напомним, что пределом применимости этой формулы является 
условие

Этот малый параметр очевидно представляет произведение отношения 
Го/Д, характеризующ его степень неоднородности поля, и отношения / 2/ / Ф, 
характеризующ его относительную степень возбуждения аксиальных 
колебаний. Дальнейший анализ формулы (18) проведем поэтом у от-

выполнения неравенства (19 ); б) г0/Д < 1 ,  / * / /Ф произвольно в тех же 
пределах.

В случае а) Р п заметно отлична от нуля лишь для п =  0, !± 1 , по-
скольку аргумент бесселевых функций мал. Вместо Jn .можно восполь-
зоваться первым членом разложения в ряд Jn (r\) — (я !) -1 (r] /2 )n. Тогда 
для нулевой гармоники (< в о = й ф) запишем

В силу условия £0< Д  влияние производной от спектральной функции 
несущ ественно и мы приходим к известной формуле для циклотронного 
поглощения.

Для гармоник п =  ±  1 в том же приближении получим:

Как и в предыдущ ем случае, влияние производной dljd © не сущ е-
ственно. Легко видеть, что для я —— 1 имеет место поглощение при лю -
бом  значении отношения г0/Д. Н а первой гармонике мощ ность излучения 
становится положительной при выполнении условия

Частота (o i^ (o B( l — 2 ro/Д ) таким образом  усиливается при этом  усл о -
вии,- однако следует отметить, что эффект усиления в / 2/Уф раз менее 
интенсивен, чем поглощение на циклотронной частоте.

X

(18)

(19)

дельно для двух случаев: а) / 2/ / ф С  1, —2~ произвольно в пределах

(20)

(21)
8п3е2 1

тс 1.

Д > 2 г 0. (22)
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Больший практический интерес представляет случай сильного воз -
буждения 2 -колебаний, т. е. случай б ) . Резонансные частоты соп теперь 
располож ены весьма тесно друг от друга:

ю„ =  +  —  +  — — —  —  2 n - ^ - Y  (23)
\ А Д 2 /^  Д )  V

Для выделения отдельной гармоники нужно лметь узкую  спектраль-
ную функцию Д (о< о )в г0/Д. Из формулы (18) получим общ ее условие 
усиления на п-й гармонике:

а 1п
Д д а  п

Учитывая, что функции Jn заметно отличны от нуля, когда аргу-
мент становится порядка индекса (я5* 1), мож ем заключить, что наи-
больший интерес представляют п ~ ц  (если rj >  1). С овместно с у сл о -
вием (19) это  означает, что r0tifA <  1.

Н еравенство (24) можно, таким образом , упростить:

1 —  (п +  2ri) +  (2п л) ~т~ In /  (ш) <  0. (25)
Т 2 Д 3(0"я

Наконец, если максимум спектральной плотности /(со) находится не 
слишком далеко от резонанса, мож но пренебречь последним членом 
в (25) и условие усиления принимает вид

«М 'П Н -М 1!) —  (я +  2ri) ^  (-л» <  0. (26)

П оскольку / n ( i l ) — осциллирующ ая функция, для каждой гармоники п 
найдется целая серия интервалов —  зон отрицательного поглощения —  
где это неравенство выполняется. Физически это означает, что н екото-
рая наперед заданная гармоника п м ож ет усиливаться лишь при опре-
деленном (в некотором интервале) значении отношения продольной и 
поперечной энергии / 2/ / ф. Для нахож дения зон поглощения обозначим 
корни уравнения

^я ( П ) - ( я  +  2 л ) /» (л )  =  0 (27)

через rin, s; s —-1, 2 .... Кроме того, обозначим корни бесселевой функ-
ции /п ('п ) через т]п>5, и корни производной J„ (rj) через И звестно

соотнош ение [11]: Цп,\^>п, ( я > 0 ) .  Это означает, что в интер-

вале [0, г]п, хУп растет, / „  убы вает от максимального значения до нуля. 
Н етрудно сообразить, что первый корень уравнения (27) лежит слева 
от тin, 1 . П оскольку в этой области / 71(11) > 0 ,  то  первая зона усиления за-
дается неравенством

0 < Ч < Л п ,1 .  (28)

В торой  корень уравнения (31) заключен меж ду rin, г<11п, 2< г к  2- Учиты-
вая, что при г)п, 2; / п < 0 ,  получаем неравенство, определяющ ее
вторую  зону усиления
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Ля, 1 <  Л <  Ля. 2 (29)
и т. д. Случай п =  0 долж ен быть рассмотрен особо . Условие усиления 
для п =  0 принимает простой вид

(2лА (л) — Л> (л)) Jo (л) >  0. (30)

Легко видеть, что решение этого неравенства такж е состоит  из беск о-
нечного числа зон, определяющ их необходимое для возникновения от -
рицательного поглощения соотн о-
шение продольной и поперечной 
энергии. Качественно ход  кривой, 
изображ ающ ей мощ ность индуци-
рованного излучения в зависимости 
от т] в области  первых зон усиления 
представлен на рисунке.

Таким образом  показано, что в 
данной системе отрицательное по-
глощение возникает уж е в нереля-
тивистском случае для целого на-
бора гармоник собственны х частот.
Практический интерес мож ет пред-
ставлять случай сильного в озб уж -
дения ф азово-аксиальны х колеба-
ний. Как мы видели, характеристи-
кой этих колебаний служит отнош е-
ние / 2/ /ф, иначе говоря, отношение 
продольной и поперечной энергий 
частиц, которое может варьировать-
ся, например, подбором начальных 
условий (угла влета частиц по от -
ношению. к магнитному полю ). При 
этом  усиление данной гармоники п 
возмож но, если отношение про-
дольной и поперечной энергий ле-
жит в определенных интервалах 
значений, задаваемы х условиями 
типа (2 8 ), (29 ).

А втор благодарит проф. А. А. С околова за внимание к работе.
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Кривые мощности индуцированного 
излучения в окрестности первых зон
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