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К ИССЛЕДОВАНИЮ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ  
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ С «ЧИСТЫМ» ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Понятие функции подвижности корня характеристического уравнения распростра-
няется на класс систем с «чистым» запаздыванием, когда варьируемыми параметрами 
являются коэффициент усиления k и время запаздывания т. Перечислены свойства 
функций подвижности систем с запаздыванием. Приводятся примеры построения функ-
ций подвижности.

Теория чувствительности получила наиболее широкое применение в 
теории автоматического регулирования. Эта теория занимается иссле-
дованием изменения свойств систем при изменении их параметров [1]. 
С ущ ествует много критериев, характеризующ их чувствительность си с-
тем. Одним из таких критериев является так называемая «корневая 
чувствительность», характеризующ ая изменение положения корней х а-
рактеристического уравнения при изменении параметров системы [2]. 
Это позволяет непосредственно связать изменение параметров системы 
с  изменением ее динамических свойств, определяемых располож ением 
корней характеристического уравнения.

Для исследования «корневой чувствительности» введем понятие 
функции подвиж ности корня характеристического уравнения {3]:
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где р  —  корень характеристического уравнения системы и а  —  параметр, 
подверженный изменениям. Очевидно, смещение корня характеризует-
ся не только величиной, но и направлением. П оэтом у функция Ха 
является векторной и в выражении [1] удобно пользоваться векторным
представлением комплексных чисел (Я« и р ) .

Р абота  посвящена исследованию свойств функции подвиж ности 
для систем с «чисты м» запаздыванием и их применению для исследова-
ния чувствительности таких систем. Рассм отрим системы, описываемые 
характеристическим уравнением

Фп (р) +  (р) е~рх =  0, (2)

где и —  полиномы от  р  степеней п и т ;  k —  коэффициент усиле-
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ния и т —  время запаздывания. Было исследовано две функции подвиж -
ности —  Aft и Ат , связанные с изменением параметров k и т соотв ет-
ственно. 1

Рассмотрим  сначала функцию подвиж ности А&, связанную с измене-
ниями коэффициента усиления. Используя уравнение (2 ), после н еслож -
ных преобразований получим

qr2 е-р х

К = ------ ;------- г-----------------• (3)
Ф Д т - Ф л¥ т - т Ф А

Н апомним еще раз, что функция подвиж ности является функцией век-
торного аргумента р. П одставляя в (3) р =  б +  /со и разделяя действи-
тельную и мнимую части, мож но получить достаточн о простую  расчет-
ную формулу для определения J Ад | и argX k- Величина J А& | характе-
ризует величину смещения корня при малых изменениях k, a argA&.—  
направление этого смещ ения. Оказалось, что для получения расчетной 
формулы удобн о пользоваться формулами аналитического метода тра-
екторий корней {4]. Применение этих формул позволяет свести дифф е-
ренцирование по р к дифференцированию по б.

Вектор подвиж ности определяет направление прохож дения траек-
торий корней по параметру k через исследуем ую точку р. Другими сл о-
вами, Aft направлен всегда по касательной к траекториям. С ледователь-
но, если мы имеем построенные траектории для случая, когда парамет-
ром  траектории является коэффициент усиления, то направления век-
торов  функций подвиж ности мож н о считать заданными при всех зн а-
чениях k и достаточн о рассматривать только |А&[ или скалярную функ-
цию подвижности. При этом  удобно пользоваться следующ ей ф орм у-
лой:

1 41

В этой формуле / ( б ,  со) — левая часть уравнения траекторий / (б ,  о> )= 0  
и k =  k (6 ,  с о )— формула параметра. Уравнения траекторий и формула 
параметра для систем с чистым запаздыванием получены в работах. 
Г. А. Бендрикова и Ф. Б. К онева [5, 6].

Рассмотрим  некоторые свойства функции подвиж ности корня А&.
Знаменатель выражения (3) представляет собой  левую  часть, 

уравнения кратных точек для параметра траектории k. Следовательно,, 
при приближении корней к кратной точке подвиж ность этих корней 
стремится к бесконечности.

П ри k = 0  мож но выделить две группы корней: начальные точки в. 
конечной области плоскости р, определяемые уравнением Ф п =  0, и б ес -
конечное число начальных точек, располож енных в бесконечности слева 
от мнимой оси. При этом  подвиж ность корней в простых конечных на-
чальных точках ограничена по модулю. В кратных начальных точках 
функция подвиж ности обращ ается  в бесконечность, что является след-

/
I dk 
Гза"

1 + 1
dk
dw

<(й J

А
(4)
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ствием первого свойства. П одвиж ность корней, расположенных слева? 
в бесконечности стремится к бесконечности.

П ри k -> oo  такж е мож но выделить две группы корней: корни, стре -
мящиеся к предельным точкам, определяемым уравнением Чгт = 0 ,  и б ес-
конечное число корней, уходящ их к бесконечно удаленным предельным 
точкам справа от мнимой оси. И в том  и в другом  случае подвижность, 
стремится к нулю, даж е если предельные точки являются кратными.

Если зафиксировать параметр k и исследовать функцию подвиж -
ности вдоль линии равного усиления, то с увеличением номера корня I 
(по его удаленности от начала координат)

ИтЯЛ =  —L (5>
Тк

Рассмотрим  методику исследования чувствительности систем  с за -
паздыванием на простых примерах. П редварительно отметим, что хотя 
функция подвиж ности является функцией б и о ,  удобнее строить ее в.
координатах (|Аь|, k ) . П ереход к Xk как функции k мож но легко о с у -
щ ествить, используя ф ормулу параметра k =  k (8 , <о). Рассм отрим систе-
му класса [О, 0]т , описываемую характеристическим уравнением

1 +  ke-р х =  0. (6)

Эта система является интересной в том  смысле, что она определяет 
асимптотические свойства траекторий корней по параметру k. Для си -
стемы [О, 0]т получаем

| Я J  =  — -— , (7)
1 k | k | т ’ v 7

т. е. в этом  простейшем случае мож но получить явную зависимость от
k. Н а рис. 1 ,а  представлены траектории корней системы [О, 0]х, а на
рис. 1 ,6 —  график модуля функции подвиж ности. На этом' графике £ > 0
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соответствует  отрицательной обратной  связи, a k < Q  —  положительной. 
Римскими цифрами обозначены ветви траекторий и соответствующ ие
ветви А*. Из рис. 1 ,6  видно, что для этой  системы значения функции 
подвиж ности не зависят от номера ветви. К роме того, отметим, что зна-
чения функции подвижности для этой  простейш ей системы совпадают 
с  предельными значениями функции подвиж ности при движении вдоль 
линии равного усиления для более сложных систем. Н а рис. 2 представ-

лены траектории корней и графики модуля функции подвиж ности для 
нескольких ветвей траекторий корней системы класса [1, 0]т, описывае-
мых уравнением

Обозначения такие же, что и на предыдущем рисунке. Практически для 
исследования чувствительности системы достаточно исследовать чув-
ствительность только ближайш их к началу координат корней характе-
ристического уравнения, определяющ их переходный процесс в системе, 
или доминирующ их корней. В опрос об определении количества домини-
рующ их корней достаточно полно разработан в работах по применению 
метода траекторий корней к системам с «чисты м » запаздыванием [6].

Точно таким ж е образом  мож но определить функцию Ат , связан-
ную с изменением параметра т (времени запаздывания)

Рис. 2

(р +  2) +  ke-P* =  0. (8)

рФп^т
(9)

Ф Д и - Ф > т - т Ф А

Заметим, что в выражение Аг варьируемый параметр входит в явном 
виде. Анализируя формулу (9 ), мож но выяснить, как и в предыдущем



случае, ряд свойств функции Лт. Н е останавливаясь на них, перейдем к
примерам построения функции Здесь возмож ны два подхода. В о- 
первых, мож но изменять величину т (т. е. строить траектории корней, 
когда параметром траектории является т [7]) и исследовать поведение
функции подвижности вдоль отдельных ветвей этой траектории.
В о-вторы х, мож но менять параметр k и исследовать изменение Хх на 
различных ветвях траекторий, когда параметром траекторий являет-
ся k. В торой подход  кажется более интересным, так как практически 
свободным параметром является именно коэффициент усиления. Одна-
ко в этом  случае необходимо определять не только |ЯТ|, но и a rg ^ T 
так как траектории по параметру k не определяют направление см ещ е-
ния при изменении т.

Для системы [0, 0]г функция подвижности V  определяется ф орму-
лой

Х  =  — в-. ( 1 0 )X

На рис. \,в  приведена зависимость |А,Т| от k для нескольких ветвей 
траекторий, изображ енны х на рис. 1 ,а ,  а на рис. 1,г  — зависимость
arg^ x от k для этих ж е ветвей. Н а рис. 2, в показана зависимость ]ЯТ1 
от  k для системы [1, 0]х.

Остановимся на возм ож ностях применения функции подвижности 
для исследования свойств С АУ  и, в частности, для исследования С АУ 
с  «чисты м» запаздыванием.

Если известен вид функции подвиж ности в зависимости от измене-
ния параметра, то определенным вы бором значения этого параметра 
возмож но сделать систему с минимальной чувствительностью  домини-
рующ их корней как к изменению этого  параметра, так и к изменению 
других параметров. В случае систем с «чи сты м » запаздыванием, напри-
мер, при определенных значениях k, мож но добиться  минимальной чув-
ствительности как к изменению k , так  и к изменению т.

И сследование вида функции подвиж ности позволяет сделать оцен-
ку влияния различных параметров системы на положение корней х а-
рактеристического уравнения и, следовательно, на ее динамические 
свойства.

Если из каких-либо технических требований задана область распо-
ложения доминирующ их корней на плоскости р, то, зная значения 
функции подвиж ности этих корней, мож но определить требования к 
стабильности параметров и, н аоборот, зная допуски на параметры, м ож -
но определить область возмож ного смещения корней характеристиче-
ск ого уравнения.

Влияние случайного возмущения какого-либо параметра, например 
т, в некоторых случаях мож ет быть скомпенсировано сознательным из-
менением другого параметра. Если известна функция подвиж ности, то 
мож но оценить возмож ность такой компенсации и величину н еобходи-
мого для этого изменения параметра.

Если система находится вблизи границы устойчивости, то функция 
подвиж ности дает возмож ность приближ енного определения запаса 
устойчивости по различным параметрам.

Если каким-либо обр азом  получено распределение корней уравне-
ния (2) на плоскости комплексного переменного р при некоторых зна-
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чениях k и т, то функция подвиж ности позволяет приблизительно оц е-
нить изменение расположения корней этого уравнения при небольш их 
изменениях параметров. Такая оценка мож ет представлять сам остоя-
тельный интерес при исследовании трансцендентных уравнений вида (2 ).

Отметим, что функция подвижности, вообщ е говоря, м ож ет быть 
определена без построения траекторий корней. Однако предваритель-
ное построение траекторий корней уравнения (2) сущ ественно облег-
чает исследование чувствительности и вычисление функций подвижно-
сти.
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