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ТРЕХМЕРНЫЙ ХРОНОМЕТРИЧЕСКИ ИНВАРИАНТНЫЙ  
ДВУХМЕТРИЧЕСКИ Й ФОРМАЛИЗМ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ  

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

Предлагается трехмерный хронометрически инвариантный двухметрический фор-
мализм, позволяющий придать всем величинам общей теории относительности инва-
риантные свойства по отношению к произвольным преобразованиям времени и чисто 
пространственных координат, т. е. (в отличие от обычного двухметрического фор-
мализма) лишь по отношению к таким преобразованиям координат и времени, кото-
рые лишены физического содержания.

В общ ей теории относительности сущ ествует ряд нетензорных ве-
личин, связанных с нетензорностью  символов Кристоффеля. Это при-
вело к созданию двухметрического формализма [ 1 , 2], в котором этим 
величинам приданы тензорные свойства  относительно произвольных 
четырехмерных преобразований координат:

х 'а =  х 'а (хР) ( 1 )

(греческие индексы пробегаю т значения 0 , 1 , 2 , 3, а латинские — 
1 ,2 ,3 ) .

Н а наш взгляд не следует требовать, чтобы указанные величины 
обладали тензорными свойствами по отношению к преобразованиям ( 1 ). 
Д ело в том, что среди «и х  сущ ествую т преобразования, описывающ ие 
переход к произвольно движ ущейся, относительно исходной, системе от -
счета. Требование тензорности относительно этих преобразований при-
водит поэтому к исключению из теории всех эффектов инерции.

С другой стороны, из всего многообразия произвольных преобра-
зований вида ( 1 ) мож но выделить такие, которы е не имеют физического 
содержания. Это преобразования вида:

х'е =  Х'в (х^ , Г =  Г (х\  t), (2 )

описывающ ие лишь «перенумерацию» пространственно-временной ко-
ординатной сетки.

П оэтом у естественно излагать теорию гравитации на языке тензор-
ных по отношению к пространственной и инвариантных по отнош ению 
к временной части этого  преобразования величин, т. е. на языке хрон о-
метрически инвариантных (х. и.) трехмерных тензоров.
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Системы отсчета

Зададим некоторое произвольное многообразие заполняющ их все 
трехмерное пространство точек, которое будем называть базисом  си -
стемы  отсчета. П роизведем, далее, произвольную арифметизадию бази-
са, сопоставив каждой точке три пространственные координаты и часы, 
показывающ ие местное время t. Введем некоторые функции координат 
и времени т0 и %и, определяющ ие бесконечно малый интервал инва-
риантного времени меж ду двумя событиями, происшедшими в двух бес-
конечно близких точках

dT =  radxa, (3)

задавая, таким образом , временную метрику ( x ° = t ) .
Введем некоторую матрицу ъш, такж е зависящ ую от координат и 

времени, которая будет определять расстояние м еж ду двумя, вообщ е 
говоря, движ ущимися бесконечно близкими точками, т. е. расстояние 
м еж ду теми точками базиса, через которые прошли движ ущ иеся точки 
в один и тот  ж е момент инвариантного времени Т по формуле:

dL =  V &ikdxl'dxk , (4)

задавая таким образом  пространственную метрику.
Чтобы  величины dT и dL не зависели ни от вы бора базиса, ни от

сп особ а  его арифметизации (так  как и то и другое произвольно) нало-
жим на них естественное требование инвариантности относительно 
общ их преобразований координат и времени ( 1 ) , описывающ их как 
изменение сам ого базиса, так и переход к другой его арифметизации. 
Тогда из (3) и (1) получаем закон преобразования т й

дх'̂
(5)

Далее, из инвариантности dL имеем

д* х 1 д *хк
im p,vaд х ' 1 д х ’т e£k’ (б)

где д*/дхп —  производная (хронометрически инвариантная) по х п при 
J = c o n s t ,  т. е. хронически инвариантная (см . (9) ) .

Отметим, что введенные таким образом  пространственная и времен-
ная метрики играют ту ж е роль, что и вторая четырехмерная метрика 
в обычном двухметрическом формализме. С овокупность базиса и двух 
(пространственной и временной) метрик будем называть системой от -
счета.

Отметим полный произвол в вы боре той или иной конкретной си -
стемы отсчета. П о этой  причине будем требовать, чтобы уравнения, 
описывающие реальный материальный объект, были инвариантны отн о-
сительно такого вы бора , т. е. были инвариантны относительно общ его 
преобразования координат и времени ( 1 ) и вы бора пространственной и 
временной метрик.

Что касается самих величин, описывающ их этот объект, то они, 
естественно, должны зависеть от выбора пространственной и времен-
ной метрик и, по-видимому, могут зависеть от  вы бора  базиса системы 
отсчета. Однако они должны быть инвариантны относительно преобра-
зований координат и времени вида (2 ) ,  описы вающ их лишь переход
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к другой  арифметизации того же базиса. Точнее, они долж ны быть, 
как уж е было сказано, х. и. тензорами относительно его пространствен-
ной части. j

Хронометрически инвариантные величины и операции

К х. и. величинам и операциям дифференцирования, соответствую -
щим выбранной временной метрике, мож но перейти от обы чных четы-
рехмерных с помощ ью  точечного преобразования (вообщ е говоря него- 
лоном ного), прямая и обратная матрицы и В% которого имеют 
соответственно вид

л 5 =  т0, л 2 =  4 > = о ,  4  =  б|;

nO 1 nO nk  rv ni  si
-DO ~  ------- > &k ~ ------------» A )  =  vJ, D k —  Ok .

T0 Tq

Отметим, что при произвольных преобразованиях времени величины 
Аа и В£ ведут себя как 4-'векторы по индексам а и инвариантны по ин-
дексам |л, в чем легко убедиться, воспользовавш ись (5) и (7 ).

П остроим из произвольного 4-тензора Т§\" величины

г £ : ;  =  а » . . . в * . . .  Гр:::. (8>

В силу сделанного выше замечания все они хронометрически инвари-
антны.

Рассмотрим  их трансформационные свойства по отношению к о б -
щим преобразованиям (1 ). П осле несложных вычислений получаем

'р 'к ... __ A, D V rpix...
1 е . .. —  • • • Не • • • l  v . . . ,

где
X д*Х,е «Л, „ОяЯ 

Оц =  -----------  Ое +  О^Оо ,

OV д*хп jsV , sOeV 
Ре = ------ ;—  Оп +  0 е0 0 .

дх  е

X. и. производные получаются такж е по правилу (8 ) или в трехмерной- 
записи:

д* _  1 д д* =  _ д _________Хгп_ _ д _  ,д)
dt т0 dt ’ dxm дхт т0 dt

П остроим х. и. аналог символов Кристоффеля

г\л =  +  A l  ( 10).
dx^

П осле ряда вычислений выраж ение (10) мож но записать т а к

где
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Г )xv — g^S (gna^ev “Ь gsv “b gvaSey.), (13)

сЯ, 1 dOIdP (  ^  \s „ v =  T B „ a v ^ — j ,  (U )

причем, T^v и Tuv симметричны по нижним индексам, a SnV— антисиммет-
* *

ричны. Величины g a$ и g ap, играющие роль х. и. потенциалов гравита-
ционного поля, построены из g a$ и g a$ по правилу (8).

Все компоненты S^v хронометрически инвариантны, что становит-
ся очевидным из (14), где выражение в скобках есть 4-тензор по индек-
сам а и р по отношению к произвольным преобразованиям времени.
П оэтому все хронометрически инвариантны.

Из всех S jv отличны от нуля лишь следующие:

с о 1 / d%k дх0

2 т fl \ dt dxk

о° 1 f  dxi dxk \ , c o _ oO
Sik =  —  ( ~^k-------- )  +  T^ °  “  TA ° .

причем все они, во-первых, являются тензорами по отнош ению к чисто 
пространственным преобразованиям координат и, во-вторых, обращ а- 
ются  в нуль в том случае, если dT  представляет собой  полный диф фе-
ренциал, т. е. преобразование (7) голономно.

Заметим также, что неголономность преобразования (7) приводит 
к тому, что результат двойного дифференцирования зависит от порядка 
производных. Тогда запишем соотношение

d* / d* \ d* f  d* \ д*
dx^ \ dxv )  dxv \ dx^ /  dx^

Четырехмерная метрика системы отсчета

Для того чтобы иметь возмож ность пользоваться наиболее ком -
пактной четырехмерной формой записи, построим из компонентов про-
странственной и временной метрик системы отсчета четырехмерную 
матрицу Е а$, являющ уюся аналогом второй метрики в обы чном двух-
метрическом формализме, по правилу

E i k  ~  Gik I E ko =  E 0k =  t 0T A , E 00 =  T o .

Такая форма четырехмерной метрики определяется из условия,.*
чтобы ее х. и. аналог Е p,v, образуемы й из Е а$ по правилу (8) ,  имел вид 

* * * | *
Eik — eik> E k0 =  E ok =  0, E 00 =  1,

позволяющий представить четырех мерный интервал системы отсчета do2 =* 
=  E a$dxrj-dx$ в виде

da* =  dT2 —  dL2,

где dT  и dL определяются выражениями (3) и (4 ).
Отметим то сущ ественное обстоятельство, что матрица является 

четырехмерным тензором лишь по отношению к преобразованиям вида 
(2 ) (но не ( 1 0 ) ! ) ,  в чем легко убедиться, воспользовавш ись формулами 
(5) и (6) .
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Из метрики Еа$ мож но построить величины

__ JL раб I дЕ№ I
v 2 ,  V ах7 дх$ дх6

которые будут вести себя как обычные символы К ристоффеля по отно-

шению к преобразованиям (2 ). И х х. и. аналоги Fy,v мож но получить 
по формулам (10 ), (11) и (12 ), заменив в них все Г на F, a g  на Е.

Частица в гравитационном поле

Уравнения движения частицы в гравитационном поле, следующ ие 
из вариационного принципа:

6S — —  т б  Г — dT  =  0
J dT

имеют вид

4 -  (м и « ) +  М Г8“ U4JV =  О, (15)
а1

где

Переписывая его в духе двухметрического формализма и подвер-
гая точечному преобразованию (7 ), получим уравнение

D

где

(М А )  +  =  0,
dT

* А * Л * ЛПЛ _ рЛ пЛ
fxv  —  *  ptv '  |1V *

D  'a ---------- операция абсолютного (в смысле связности Fy,v) х.и. дифферен-
dT

цирования по инвариантному времени Т.
Как и в обы чном двухметрическом формализме, здесь имеет место 

формула

n ,v = ĝ £ (Dygsu -f- Dpi gsv — Deguv),

где D v —  операция x. и. f -ковариантного дифференцирования no xv, 
являющ аяся тензорной лишь по отношению к чисто пространственным 
преобразованиям координат и скалярной по отношению к преобразова-
ниям времени.

♦ *
Замечая, что U ° =  1 и Um= v m —  компоненты трехмерной х .и . 

скорости частицы, уравнения (14) мож но переписать в трехмерной ф ор-
ме для Л =  е следующим образом :

(Ма-) =  — М  (П5о +  2П^о’” +  ГСг>’”о�). (16)
a l

В се члены этого уравнения являются х. и. трехмерными векторами, 
что позволяет интерпретировать его правую часть как трехмерную  си-
лу, а М  как м ассу частицы в гравитационном поле.
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К роме того, так  как. fl^v не является тензором относительно 
общ их преобразований ( 1 ), правая часть уравнения (16) содерж ит в 
себе силу инерции.

П о аналогии с обычным двухметрическим формализмом в данном 
случае имеет место формула

Таким образом , известные уравнения гравитационного поля могут 
быть предста*злены в виде

При этом  они зависят лишь от х. и. потенциалов гравитационного поля
и их х. и. £ -ковариантны х производных и пространственно-времен-

ной метрики системы отсчета. Если выбранная система отсчета имеет 
плоскую  метрику &ik, не деф ормируется (в том  смысле, что d*Eik/dt =  0) 
и допускает синхронизацию часов во всем пространстве (т. е. Sjiv= 0 ),
то /*nxv =  о, что аналогично вы бору второй метрики в обы чном двух-
метрическом формализме плоской.

Таким образом , трехмерный х. и. двухметрический формализм поз-
воляет придать описанию гравитационного поля свойства  инвариантно-
сти относительно таких (и только таких, в отличие от обычного дв ух-
метрического формализма) преобразований координат и времени, кото-
рые не имеют физического содержания.

К роме того, в соответствии со  своим названием, трехмерный х. и. 
двухметрический формализм позволяет интерпретировать теорию гра-
витационного поля в трехмерном пространстве, так как в этом  ф орма-
лизме все величины и операции, получаемые из четырехмерных при раз-
делении значений индексов на временные и пространственные являются 
по этим индексам трехмерными х. и. скалярами и тензорами соответ-
ственно.

Предлож енный выше способ  построения х. и. величин из обычных 
четырехмерных является обобщ ением сп особа , предложенного 
А. Л. Зельмановым [3] в том  смысле, что позволяет сделать это для 
произвольной временной метрики. При специальном ж е вы боре комп о-
нентов временной метрики, именно при =  ga0l V  goo, он совпадает, 
как нетрудно проверить, с последним.

Уравнения поля

где и rjkv — х . и. аналоги соответствующих тензоров кривизны, по-
строенных из r j v и соответственно, а

h l v  =  Я  А  -  я  А *  +  ПрЯ n£v -  flpv Пия.
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