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!

М етод Цейпеля приложен к уравнениям движения спутникф планет, возмущае-
мых Солнцем, орбита которого считается эллиптической. Получены члены преобразо-
ванной функции Гамильтона до третьего порядка малости включительно. Эксцентри-
ситет солнечной орбиты учитывается строго. !

В статье применен, метод Цейпеля [1] к исследованию влияния эл -
липтичности солнечной орбиты на движение спутников планет. Этот ме-
тод, успеш но использованный Б рауэром ;[2] и рядом других авторов для 
учета возмущений в движении искусственных спутников Земли, вызы-
ваемых ее сжатием, применялся такж е и к задаче, рассматриваемой 
в настоящей работе.

Так Хори [3] приложил метод Цейпеля к случаю движения спутни-
ка в плоскости орбиты Солнца. Далее, мной [4, 5] и И. Ковалевским 
[6, 7] независимо друг от друга  рассмотрен случай пространственного 
движения спутника без учета эксцентриситета солнечной орбиты. В этих 
работах показано, что, если ограничиться членами третьего порядка 
относительно параметра т =  п2/пи где п2 и щ  —  средние; движения С олн -
ца и спутника, то задача решается в эллиптических квадратурах. В [4 и 5] 
выполнен качественный анализ решения и получена система формул, 
представляющ их это решение в эллиптических функциях Я коби. А нало-
гичная работа  выполнена и Ковалевским, но только при получении 
решения он использовал функции В ейерш трасса. К роме того, в работе 
[7] Ковалевский рассматривал случай движения Солнца по эллиптиче-
ской орбите. В этой работе с помощ ью метода Цейпеля преобразована 
функция Гамильтона с точностью  до членов второго порядка относи-
тельно т. включительно. Члены третьего порядка относительно т там 
приводятся без вывода и без учета эксцентриситета орбиты Солнца е2. 
П равда, в работе [7] указы вается, что при отличном от нуля значении е2 
квадрат параметра т  должен быть умнож ен на (1 —  ̂el) Однако 
при строгом  учете эксцентриситета орбиты Солнца в !вы раж ение пре-
образованной  функции Гамильтона войдет еще целый ряд членов тре-
тьего порядка относительно т, содерж ащ их множителем е%

В настоящей работе учет членов, зависящих о т ! эксцентриситета 
солнечной орбиты , выполнен строго: разложения в ряды по степеням е2
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не используются. Так же, как в [4 и 5], результаты данного исследования 
справедливы при лю бом  наклоне и эксцентриситете орбиты спутника.

§, 1. Дифференциальные уравнения движения спутника

Используем канонические элементы Делоне [8]. Дифференциальные 
уравнения движения спутника в этих элементах имеют вид

dL _  dG _  dF М__ _  dF
dx dl dx dg dx dh

dx dL dx dG dx dH
где

— 10), m =  -^ ~ ,  
n

причем t —  время, t0 —  его начальное значение, я —  среднее движение 
спутника, «2 —  среднее движение Солнца.

Функция Гамильтона F  имеет следующий вид:

1 = ( ^ У Рг (cos 6 ) +   <2)
где

_  f (т,  +  т х) _  т 2
М1 — , > У — | , »п2 т0 -j- rrii -f- т 2

f  —  постоянная тяготения, т0, mi и т2 —  соответственно массы планеты, 
спутника и Солнца, а и а2 —  большие полуоси орбит спутника и Солнца, 
г —  расстояние спутника от центра планеты, г2 —  расстояние Солнца от 
центра м асс системы планета— спутник.

Далее: cos 0 =  cos u cos w - f  sin u sin w cos i, u — g  - f  v, w =  u2 —
—  (h —  co2), гДе v и t>2 —  истинные аномалии спутника и Солнца, i — угол 
наклона оскулирующей орбиты спутника к плоскости движения Солнца, 
g  — аргумент перицентра оскулирующей орбиты спутника, со2— долгота пе-
рицентра орбиты Солнца.

Введем вм есто функции h новую  переменную, равную разности 
h— (02. Так как ©2 —-величина постоянная, то уравнения (1) сохранят 
свою  форму и после замены h на h— « 2. Н е будем вводить специального 
обозначения для новой искомой функции h— 02, а сохраним для нее 
символ h. Для того чтобы избавиться от явной зависимости функции F  
от времени, входящ его посредством  истинной аномалии Солнца v2, вве-
дем, как обычно, вспомогательную пару канонических переменных Л и 
X, полож ив к =  М 2, где М 2 —  средняя аномалия_Солнца. Тогда  новая 
функция Гамильтона получит вид F =  — m A + F ,  где F  определяется
формулой (2 ) . Система дифференциальных уравнений ( 1 ) пополнится 
при этом  двумя новыми уравнениями

dA  ^  dF_ d%_ = _____ dF_

dx дХ ’ dx дЛ.

Значит в правых частях уравнений (1) нужно писать вместо функции
F функцию F.

Будем применять метод Цейпеля к системе дифференциальных
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уравнений (1) и (3) в два этапа. На первом этапе будут найдены пер-
вые члены разложения функции Гамильтона, не содерж ащ ей перемен-
ную 1. Н а втором —  будет получена функция Гамильтона, не содер ж а-
щая такж е и переменную Я. i

§  2. Первое преобразование

Обозначим через R =  R (L ', G', Н ', А ',  /, g, h, I ,  определяющую функ-
цию, с помощью которой осуществляется переход к новым каноническим 
переменным L ', G', А ',  V , g ', h', А/:

L = dR , G = A  = ^
dl ’ dg dh dl ’

V = dR
g '  = h ' = ^ ,

sslII

dU’ 6  dG' dH' dA'

П отребуем, чтобы преобразованная функция Гамильтона Ф не за -
висела от переменной Г: !

Ф = = Ф  ( L ' , G ' , H ' , A ' , g ' , h ' , l f).

Допустим , что функции и Ф могут быть разлож ены в ряды по 
степеням параметра т\

R =  R 0 +  mR1 +  tn2R2 +  m3R 3 +  . . .  , 

ф  =  ф 0 -f- тФг - f  m2 Ф2 +  т 3Ф3 +  . . .
и положим

R 0 =  L'I  +  G’g  +  H 'h  +  A"k.
Введем обозначения

Л  = л  —  А, / ,  = У ( ^ ) Ч  (COS в). (4)

Вспомогательная каноническая переменная Л входит только в F<. 
Остальные ж е величины (4) от Л не зависят.

Используя обычную процедуру метода Цейпеля, получим уравнения 
для определения Ф0, Фх, Ф3, Ф 3 и R lt R2, R3, . . .  . Прежде всего Ф0 =  F0(L'), 
или Ф0 =  \lJ2L'2. Далее находим:

_  dR±_ +  F  ф  
L' dl 1  1

Так как F\ не содерж ит периодических членов относительно I, то 
получим Ф 1 =  — А ' и dR i/dl=0. О тсю да следует, что ^ я в л я е т с я  произ-
вольной функцией переменных L', G\ Н ', A ', g , h, к. Будем считать, что 
# i  =  0 .

С учетом  этого равенства мож но записать

Р, =  Ф«. I (5)
!

№’ = ф , .  (6)

fx2 dR2
L '3 dl

fi2 dR3
L'z dl дк 
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Из соотношения (5) находим Ф 2 =  j* F2dl. Выполнив интегрирова-
о

ние, получим

® 2 =  Is  У [ i r ]  1Л <5 -  3l ' ’ > +  15В (1 -  Ч'*)].
где

А — (—  1 +  Ъс' ) +  3 (1 — с ' ) cos 2w ',

В — [(1 —  с ' )  -)- (1 +  с '2) cos 2w'\ cos 2g '  +  2c' sin 2w' sin 2g '.  

Уравнение (5) мож но написать в виде

dl

О тсю да, интегрируя, находим 

# 2 =  у  {Л [ (— 24е' +  9е'3) sin Е  -f- 9е '* sin 2Е  — е' sin ЗЕ] +

-j- В [(— 90е' -f 45е/3) sin Е  -f- (18 +  9e'*) sin £  — 3 (2 е ’  — е /3) sin 3Е ]

+  С ц ’ [45е ' 2 +  90е' cos Е  —  18 (1 +  е'*) cos 2Е  +  6е ' cos 3 £ ]}  +  С2, (7)
где

, ,» , Я ' Gе = 1  —  г] , с — ----- , Т1 = ------ ,I , q, L, >

С =  —  (1 —  с ' ‘ ) sin 2g  —  (1 +  с ' )  cos 2 w sin 2g  -f- 2c' sin 2w cos 2g.

Величина E  определяется следующ им уравнением: E — e' sin E =  l :
С овокупность членов в фигурных скобках в правой части равен-

ства  (7) не содерж ит вековых слагаемых относительно I. Через Сг 
обозначена произвольная функция переменных L', G', Я ', A ', g , h, X.

О бращ аясь к уравнению (6 ) ,  замечаем, если функция С2 =  0, то  и 
Фз =  0, так как в этом  случае дД%/дХ не будет содерж ать векового члена 
относительно I. Если ж е С2 отлична от нуля, то

ф ______
дк'

Без особы х затруднений мож но получить и функцию Яз. Однако 
мы не будем здесь приводить ее значения.

§, 3. Второе преобразование

Исключим из функции Гамильтона угловую  переменную X'.
Предположим, что переход к новым каноническим переменным L", 

G", Н", А ", I", g ", h!', X" осуществляется с помощью определяющей функ-
ции S — S (L", G", Н ", А ", Г, g\  h', X'):



Обозначим через ^  =  ¥  (L", G", Н ", Л", g ", h") преобразованную функ-
цию Гамильтона. Предположим, что функции S и ¥  могут быть представ-
лены в виде рядов по степеням параметра т :

S — S0 -j- mSj +  m2S2 +  . . . ,
¥  =  ¥ 0 +  +  m21F2 +■ m3Y 3 +  . . .  , (8)

причем S0 =  L"V  +  G"g' +  H "h' +  A " V .

H e давая подробны х выкладок, выпишем уравнения, служ ащ ие для 
определения нескольких первых членов рядов ( 8 )

¥ 0 =  Ф0 (Ь"), (9) Ч ^ Ф ^ Л " ) ,  (Ю )

- - f f b  +  ® 2 =  4 V  ( 1 1 )

_  1 d S *  I а ф а d s !  I д ф 2  d S i  _  a c 2  =  i j r  , d ¥ 2  d S !  , d W 2  d S t

d l ’  dG" dg' dH " dh' dk' 3 dg’ dG" ^  dh' dH" * 

Из уравнений (9) и (10) следует:

4F0 =  - |Ai T, -  A ",о 2L„t > 1

а из уравнения ( 1 1 ):
2я !

U
или

V , = - i -  ^ i /  4 — к - 1 + зс" ’ > -  3 'v' ,)  +  16 V р\ ц»

+  1 5 ( 1 — с " )  (1 —  Г]"2) cos 2g " ].  ( 12 )

Выделяя в уравнении (11) периодическую часть функции Фг и ин-
тегрируя, получим

s i  =  +  Y l /  +  et sinv£) +
У  р \  ц* I

+  Р г \ ------— Ч sin (2 h' — v ' ) -------  sin (2 h' —  2d ') ------l— ег Sin (2 h' —  3d') I +L 2 2 ° J

+  P * [  ~2~e<t cos 2̂h ' ~  ° 2) +  у cos 2̂h' ~  +  I T e% ^ s 2̂h' ~~ ’
причем

P 0 =  ( -  1 +  3c"2) (5 -  3 r f2) + 1 5 ( 1 -  с "2) (1 -  i f )  cos 2g ',

P x =  3 (1 —  c " )  (5 —  З ц ") +  15 (1 —  с " )  (1 —  rf*) cos 2g',

Pa =  —  30c" (1 —  ri"2) sin 2g'.

Вычисление функций и 5г требует более кропотливой работы . 
П риведем окончательное выражение W3: !

=  ( f - J - y -  Ч" ( ( 1 +  т  el ) с" I35  -  33,|" ‘  + (1 5  - 17’1"’ ) с " ’  +
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f  15 (1 —  с"2) (1 —  т)"*) cos 2g "]  +  - J -  [2 c"(l  —  c//2)(15— 17rfa) cos 2h" +

+  15 (1 —  c ’,% (2 4- 3c") (1 —  r f 2) cos (2h" —  2g ")  —

—  1 5 ( 1 +  c"2 (2 -  3с") (1 —  < * ) cos (2h" +  2g")\ J , (13 )

причем h "  —  разность меж ду долготой восходящ его узла орбиты спут-
ника и долготой перицентра солнечной орбиты.

Сравнивая формулы (12) и (13) с равенством (4 ,9 ) и (4 ,1 0) ра -
боты [4], видим, что член второго порядка в выражении с точностью

ствующ им членом функции полученной без учета эксцентриситета 
солнечной орбиты . Иначе обстои т дело с членом 'Рз- От выражения 
(3.10) работы  [4] он отличается наличием ряда дополнительных слагае-
мых, содерж ащ их переменную h" .  С овокупность ж е членов 'Рз, не с о -
держ ащ ая h " , получается из соответствующ ей формулы работы  [4] путем

Z' 1 . 2  2 \ -  31*/1 2 \ — 3/«умножения на ( 1 -J-------е2 J (1 —  е2) .

Выражение функции S2 не приводим ввиду его громоздкости.
В этой  статье применялся метод Цейпеля к задаче о пространствен-

ном движении спутника планеты, возмущ аемого Солнцем с учетом  эк с-
центриситета орбиты  последнего. В отличие от  случая круговой орбиты 
Солнца вид преобразованной функции Гамильтона таков, что соотв ет-
ствующ ие ей дифференциальные уравнения не могут быть решены в 
квадратурах.

И хотя слагаемые в выражении Ч з̂, зависящ ие от h", содерж ат 
малый множитель el, пренебрегать ими, вообщ е говоря, нельзя, так 
как при интегрировании дифференциальных уравнений они могут дать 
огромные возмущения очень долгого периода в элементах орбиты , если 
разность меж ду средними движениями узла и перицентра орбиты  весь-
ма мала.
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