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Г. А. БЕНДРИКОВ, Б. Б. БУХОВЦЕВ

МЕТОД ТРАЕКТОРИЙ КОРНЕЙ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ  
СИСТЕМ С КВАДРАТНЫМ ПАРАМЕТРОМ  
В ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ

Исследованию динамических свойств активных линейных систем в зависимости 
от свободных параметров, линейно входящих в коэффициенты характеристического 
уравнения, с помощью метода траекторий корней посвящен ряд работ [1, 2, 3]. В на-
стоящей работе рассматриваются корневые годографы характеристических уравнений, 
при условии, что свободные параметры входят в коэффициенты уравнения как линей-
но, так и квадратично.

При исследовании динамических свойств систем, находящихся в потоке воздуха, 
таким свободным параметром мож ет быть скорость потока. В коэффициенты харак-
теристического уравнения двухканальных неидентичных систем автоматического регу-
лирования мож ет входить в качестве свободного параметра коэффициент усиления си-
стемы k. В этом случае в зависимости от вида обратной связи возможно изменение 
знака свободного параметра.

Рассмотрим характеристическое уравнение

ф « ( р )  +  р ^ ( р )  +  р 2© Л р )  =  0 ,  ( 1 )

где в качестве параметра траекторий выбран свободный параметр р, изменяющийся 
в пределах— о о < р ^ 0  или 0 ^ р <  +  оо.

Фп — апРп ~{- an-iP n~l О-Ог =  ЬтРт ~h bm -ip171-1 ~j~ • • • ~f~ >

в l =  Cip1 - f  C[_lP l - l  ~ f  . . . +  Co

—  полиномы целых положительных степеней п, т, I соответственно с заданными по-
стоянными коэффициентами av , b^, с^  являющимися параметрами семейств траекто-
рий корней.

Ввиду наличия в уравнении (1) членов с р2 возможность применения геометри-
ческого метода траекторий корней в том виде, как указано в работах [1, 2, 3],
ограничена.

Однако ряд свойств траекторий корней уравнений с линейным параметром со -
храняется и в рассматриваемом случае.

Для получения уравнений траекторий корней и формул параметра траекторий 
воспользуемся тождествами:

ф П (б  +  /со) =  Ф г (б  , С02) +  /соф / (б , 0)2) ,
Чт  (б  +  /© ) =  ¥ А ( б , са*) +  /0)¥ ; ( б , 0)2),
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©/ (б -f- /со) =  &r (6, (02) -j- /<00,(6, со2) ,
где

Г ю2 гг ю4 г TV I
Ф, =  [ Ф « (6 ) -  — Фп(б )+  —  Ф ™ ( 6 ) - .. .

ф /= [ ® ;  W  ■- Фп” (в) ■ ф ^( 5)

Фг

(3)

Аналогичный вид имеют выражения для 4*V, ЧГ;, 0 r, &j. I
П одставляя (2) в (1) и приравнивая нулю мнимую и действительную части, 

получим два уравнения:

является траекторией корней, если р —  действительный корень уравнения (5) или, учи-
тывая (3), (5) и (6 ), действительный корень уравнения

Очевидно, что траекториями корней являются только те части действительной 
оси, для которых

В зависимости от знака свободного параметра мож но различать! два вида корневых
годографов —  положительный (р > 0 )  и отрицательный (р < 0 ).  1

Укажем на некоторые общие свойства траекторий корней. Траектории корней
начинаются в п начальных точках траекторий (р = 0 ) ,  определяемых уравнением 
Ф п ( р ) = 0  и заканчиваются в I предельных точках (р -> -± оо ), определяемых уравне-
нием 0 е(р )= О . Общее число траекторий корней равно удвоенному наибольшему из 
показателей степеней п, т, I. Число траекторий корней, начинающихся или заканчи-
вающихся в бесконечности, равно наибольшему из чисел 2| п— /| рли 2| т— 1 \.

Из уравнений (8) следует, что на плоскости комплексных частот р имеются о б -
ласти, соответствую щие комплексным значениям р. Эти области удовлетворяют 
условиям |

и в задачах, приводящих к характеристическому уравнению с действительными коэф-
фициентами, не могут быть реализованы. Через такие области траектории не проходят. 

Действительная ось (м = 0 )  не обязательно разбивается на j  части, соответствую -

/® (Ф /  +  р Т /  +  р *в / ) = 0 ,  

Фг +  р 1? / -  +  Р2© л =  о

для трех величин: б, ш и свободного параметра р.
Из (4) и (5) следует, что действительная ось

<й =  0

(4)

(5)

( 6)

Ф п (б) +  р ¥ т  (б) +  р2©* (6) =  0. (7)

Ф /+ Р ^ у  +  Р2в /  =  0 ,
Фг +  Р^г +  Р20г =  О. .

Эти уравнения имеют общий корень р в случае равенства нулю результата

(8)

0 0,- ¥ /  Ф / 
0 ,4 V  Фг 0
0 Qr У  г Ф г

О тсюда получаем уравнение траекторий

(Ф/-6/ -  Ф А )2 -  (Ф /Р / -  ФjWr) ( 4 r®j -  Y /©,) 4 о. (9)
и формулы параметра р, соответствующ его каж дой точке траекторий

Ф гв / — Ф/&г ф  гУ / —  ф г  j

Р~ Ч г/в г — Уг&/~~ Ф /0Г — Ф а©/ '
( 10)

W? —  40/Ф у< 0  и W2r —  40ГФ Г< О ,



щие только отрицательному или только положительному корневому годографу. В оз-
можны участки действительной оси, которые одновременно принадлежат обоим кор-
невым годографам.

Из уравнений (3) и (9) следует, что траектории корней расположены симметрично 
относительно действительной оси.

Выше получены уравнения, по которым 
траектории корней могут быть построены точ-
но, а такж е уравнения, по которым вычис-
ляются значения параметра р в любой точке 
траектории. Однако знание асимптотических 
свойств всего семейства траекторий очень по-
могает представить качественную картину кор-
невых годографов. В работах {1, 2, 3] показа-
но, что асимптотические свойства траекторий 
корней уравнений с линейным свободным па-
раметром следуют прямо из общего вида ха-
рактеристического уравнения. В случае урав-
нения с параметром, входящим квадратично, 
такое рассмотрение затруднительно. Одним 
из путей определения асимптотических 
свойств корневых годографов является не-
посредственное рассмотрение уравнения траек-
торий (9).

В качестве иллюстрации приведем траек-
тории корней характеристического уравнения, 
описывающего одно из продольных возмущен-
ных движений самолета. При заданных в ра-
боте ,[41 параметрах самолета это уравнение 
имеет вид

р —  р(1 ,16 /?2+ . 1 . 3 -  Ю -2 р + 2 ,3 8  • 10-2) —
—  р2 (2 ,5  • 10 -2p 2 - f  3 ,5  . ю -4 р ) =  0. (11)

Свободный параметр р здесь представляет собой  скорость самолета (в м1сек). Урав-
нение траекторий по формулам (6), (7) и (9) получается в виде

а>4 + ( 2 6 2 +  2 , 5 8 6 +  2 ,1 7  . Ю '2)® 2 + ( 6 *  +  2 ,5 8 6 3 +  2 ,17  • Ю -зб2 —

—  5 ,3  • 10-26 —  3,71 • 10-4) =  0.

Формула параметра (10) дает

____________ 2 ,5  • 10*(62 +  cq2)__________

Р _  —  81 (6*+  © 2 )+ 1 ,1 9  • 1036 +  8,33*

На рис. изображены траектории корней характеристического уравнения (11). Отри-
цательный корневой годограф (р < 0 ) ,  а такж е те участки ветвей положительного, ко-
торые не соответствую т реальному движению данного самолета, изображены пунктиром.
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