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В. Д. КАРАИВАНОВ

К ИССЛЕДОВАНИЮ НЕИДЕАЛЬНОЙ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ 
РЕШЕТКИ МЕТОДОМ ДВУХВРЕМЕННЫХ ФУНКЦИЙ ГРИНА

Проведено исследование поляризационного оператора одночастичной фононной 
функции Грина. Учитывается взаимодействие фононов с точечными дефектами решетки 
изотопического типа. Обсуждаются изменения в законе дисперсии и плотности фонон- 
ных состояний, а также возможность появления неаналитических зависимостей от кон­
станты связи.

В последнее время интерес к физике дефектных кристаллических 
решеток заметно возрос. Основные результаты в теории решеток с то­
чечными дефектами принадлежат И. М. Лифшицу (см. обзор [1]). 
Большое количество исследований систематизировано в [2]. По-види- 
.мому, первое применение методики двухвременных функций Грина в 
теории неидеальных решеток принадлежит М. А. Кривоглазу [3]. Как 
известно [4], поляризационный оператор одночастичной фононной функ­
ции Грина определяет две физические характеристики системы фоно­
нов: плотность состояний и дисперсионный закон элементарных воз­
буждений. В настоящей работе проводится исследование поляризаци­
онного оператора на основании простой модели взаимодействия фоно- 
лов с точечными дефектами решетки. Указываются случаи, когда 
обычное (линейное) по константе связи приближение не дает правиль­
ного результата и рассматривается его улучшение. При этом возможно 
появление неаналитической зависимости закона дисперсии и плотности 
фононных состояний от' константы связи.

Будем рассматривать кристалл из атомов А, в котором созданы 
дефекты решетки типа замещения, т. е. в .некоторых узлах атомы А  з а ­
мещены атомами В. Будем предполагать еще, что соответствующие 
изменения динамических характеристик решетки не приводят к появ­
лению локальных колебаний (см. [1]). Для такого кристалла гамиль­
тониан фононов в представлении вторичного квантования получен в [5]. 
Он имеет вид

н  =  2  © (k) ь+ (k) Ь $ )  •+ Л  Q (к г, k.2) b+ (kj) b (k2) +  

k kt,k2 
+  -j-  J ]  [R (kt , h )  ь+ (kx) ь+ (k2) +  R* kz) 6 (k^ ь (k2)].

—̂ «—̂ ki,k2
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Будем предполагать, что дефекты являются изотопическими, т. е. 
в узлах, занятых атомами В, изменяются только массы. Ограничимся 
для простоты только продольными акустическими колебаниями. Тогда
k  обозначает квазиимпульс, а матричные элементы Q и R имеют вид

Q(kl,  h )  =  h (&1, k2) с (k2 — kx), R ( k x, k2) =  h (kx, k2)c ( k 2 +  k±), (1)
где

—> J "i /~ -*■ —>
h (,kx, &a) =  —  eh к o> (&3) e (&x) £ (&2).

Здесь e(k)  — единичный вектор в направлении k ,
—  i1 — с с

+ Мг
Nr N f

n a  +  N в  N

N a , N b — соответственно число атомов Л и Б в фундаментальном
объеме V, c(k)  — фурье компоненты флуктуации концентрации (см .[6]). 
МА, М в — массы атомов А и В.

Как в [3] и [7], вводим функции Грина:

G (£,&'; t) =  iQ(t) ([b(k; t)\ b+(k ' )]-) ,

G' (k, t) =  i0 (t) ([b+ (k; t); b+$ ’)]_).

Из-за пространственной неоднородности системы функция Грина G 
зависит от1 двух импульсов.

Дифференцируя и выполняя фурье-преобразование по времени, 
получаем

[Е -  (о $ ) \  G (k, k'; Е) — Q (k, kx) G (klt P;  E) -

ki

- V r & A J G '  £) = ----~ A ( k - k ' ) ,M  171

[E +  «>(*)] G' $ ,  h  E) +  (1i, k)G’ (4„ E) +

1̂

+  ^ ] ^ ( f e 1, ? ) G ( l 1J ' ; £ ) = : 0.

Ai

Эта замкнутая система в принципе дает возможность вычислить 
точные функции Грина. Однако практически необходимы величины, 
усредненные по конфигурациям дефектов (их будем обозначать чертой 
сверху). Будем искать G и G' методом теории возмущений.

Удобно записать систему (2) в матричном виде. Введем одноряд­
ные матрицы

(2)

g =

71/2 ВМУ, № 2, физика, астрономия

G (k ,k ' ;  Е)
; 1 =

1<11

G' (k, k'\ Е) 0
(3)
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и двухрядные матрицы

[Е —  a>(J)JA(J — £') 

О

Q & h

а0 =
О

[£ +  ©(?)] А (! — £ ') 

- R $ ,  k ’)

R*{k ,k ' )  Q ' ( k , k ’)

(4)

(5)

в виде матричного уравнения

где Q' (k , k') =  Q(k', k).

Система (2) записывается
(ao +  X)g' =  / .  __

В таком виде задача о нахождении g  вполне аналогична соответ­
ствующей задаче о взаимодействии электронов с примесными атомами 
[8]. Матрица ао имеет смысл обратной функции Грина для невозмущен­
ной системы. Матрица Я есть аналог потенциала примесей U. Отметим, 
что из соотношения с(/е) =  0 получаем 0 (аналог равенства U —0 в 
примесной задаче). Поэтому для нахождения g  применим метод, изло­
женный в § 7 [8]. Сущность его состоит в разложении в ряд по степе­
ням концентрации не самой функции Грина, а обратной ей.

Вводим матричный поляризационный оператор ф, описывающий 
влияние дефектов (ao +  ф)g  = I- Вычисления проводятся, как в [8]. Полу­
чаем

Ф =  — Я(а0 +  ф ) - 1̂ . (6)
Это уравнение вполне аналогично уравнению для массового опе­

ратора в примесной задаче.
Ограничимся приближением малой концентрации с< 1 . При усред­

нении будем предполагать равновероятное распределение дефектов по 
узлам. Тогда

c(k  i) с,(/г2)
N

После несложных алгебраических выкладок из (6), (1), (3), (4) и 
(5) получаем

где
G ( k , k ' - , E ) = G ( k ; E ) b ( k  — k'),

1 1G{k\ Е) =
2 я E — a ( k ) — P (k ;  Е) 

Здесь Р определяется из интегрального уравнения

r(k • я j2■Р$\ Е ) =  ~  е2с © (I) со (q) X

X (7)
L E - < a ( q ) - P ( q - , E )  E +  a>(g)-f-P * (q \E)

Величина e2c есть малый параметр теории возмущений.
Попробуем получить приближенное выражение для P(k; Е ), пре­

небрегая Р в знаменателях. Будем аппроксимировать зону Бриллюэна

202



сферой с радиусом k{. Используя самый простой вид для дисперсион­
ного закона

ю (k) =  sk (8)

(s — скорость звука), после несложного интегрирования получаем 

Re Р (1; E) =  u(k; Е) = -----  е2ссо (к) х

X 2
+  2 ( ~ ~ ) 2 +  ( ~ ~ ) 3 In 1 ,\  щ )  \  щ J +  J

О, если \Е | >  сог,

( k ) ^ - ^ ~ y ,  если | Е  | <  со,.
Im P(k', E ) ~ y ( k ;  Е) -   ̂ п

------------ ЕССО

Здесь a>i — частота фонона на границе зоны Бриллюэна. (Она не 
обязана совпадать с максимальной частотой.)

При Е ->-соI u(k; Е) имеет логарифмическую расходимость. Однако
дисперсионный закон (8) применим только для малых k и именно вбли­
зи границы зоны Бриллюэна не дает хорошего приближения.

Как известно [9], в точке максимальной частоты функция со (k) 
имеет максимум. Тогда в приближении сферической зоны Бриллюэна 
возможны два случая.

М аксимальная частота достигается на границе зоны Бриллюэна. 
Тогда вблизи kt

СО (k) =  СО; — % (fej — k f n,

3£ > 0, п — целое число, 1. Возможность п >  1 маловероятна, так как 
осуществляется лишь при специальных значениях физических постоян­
ных.

Максимальная частота достигается внутри зоны Бриллюэна. Пред-
положим, как это обычно делается, что ш(&) аналитична вблизи ki. 
Тогда вблизи kt

со (k) =  со, +  % (kt — k) ( х > 0).

Предложенная сферически симметричная модель обладает одной
особенностью: критические точки, например шах со (/г), суть неизолиро­
ванные, а образуют непрерывное множество (сферу). Это приводит к

—>
появлению в плотности состояний р0 (£■) и y{k\ Е ) (см. (10), (11))

__i_
расходимости типа (Е—ю) 2 . Такая возможность практически мало­
вероятна, так как ведет к дополнительным условиям, накладываемым 
на физические постоянные решетки. Однако при исследовании веще­
ственной части Р существенно ,не наличие этой особенности, а только 
ю т факт, что зона Бриллюэна ограничена замкнутой поверхностью. 

Рассмотрим первый случай. Вещественную часть поляризационного 
—̂

оператора u(k\ Е) можно записать в виде

u ( k ; E ) = -----е2ссо (k) /  (а (Е) ) ,
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]•
Здесь

а =  х  =  г| (лг) ® (<? (*))
т (9)

Интеграл понимается в смысле главного значения.
Выделяя ту часть f (a) ,  которая получается при интегрировании

вблизи х = \ ,  получаем, что исследование u(k\ Е) сводится к исследо­
ванию интеграла

При 6 -*  + 0 ,  1(b) содержит расходимость типа In b, при 6 -» — О 
получаются расходимости типа 1п | 6 | и — - 1 - .

При п >  1 исследование показывает, что появляются расходимости
2п—t 2п—/

следующих типов: | Ъ |~ 2п (i =  1, 2, 3, 4) и | Ь [~ ~&г  In | b | ( / = 1 , 2 ,  3).

рассм отрение второго случая производится таким же образом. 
В u(k; Е) возникает расходимость типа 1п |6 |.

Таким образом видно, что в вещественной части поляризационного 
оператора u(k\  Е) появляется расходимость по Е при Е  стремящееся 
к граничной частоте фононов. Она 'будет иметь место всегда, коль скоро 
есть спектр, ограниченный сверху.

Для мнимой части Р  из (7) в указанном приближении получаем

Из этого выражения видно, что особенности y(k\  Е)  получаются
—¥

для тех точек |£ |= (о (& ), где grad w(fe) = 0 . При £ > 0  эти особенности 
совпадают с теми, которые получаются в плотности состояний для сво­
бодного фононного газа р0(£’):

Уравнение grad(o(& )= 0  определяет критические точки ([9] и [10]).
Используя известную связь плотности фононных состояний р (Е) 

с функцией Грина [11], получаем

о

r <  1; ь = 1 t  а =  - 1 ±  Е- ; х = ^ - > 0.
т щ

/ I  ь\

—>
у $; Е)  -  — - j -  82с© (I) -i- V  со (q) (fe ' ?-■-  {б [£ — со (J)] — 6 [Е +  © (?)]}.

4 N Лтл k
(10)

(И)

ч



___________ 1 у (fe; — £) I______ _
[£  -f-м  (k) +  u (k ;  —- E)]z -f- y2 (&; —£ )

(12)

Следовательно, все конечные особенности ро(-Е') типа (Е — к») 2 ,
характерные для трехмерной решетки, переходят в y(k; Е) и сохраня­
ются в р (Е).

Из (10), (11) и (12) видим, что если функция р0 (Е) имеет узкий 
и высокий максимум для некоторого Е, то этот максимум из-за нали­
чия у 2 в знаменателе ( 12) сильно размывается, а может быть и исче­
зает. Это приводит к выводу, что в таких точках рассматриваемое при­
ближение для у  не дает правильного результата.

Отмеченные особенности в вещественной и мнимой части поляри-
зационного оператора P(k; Е) указывают на то, что уравнение (7), 
хотя бы вблизи частоты coz=<d:(&/) и точек узких и высоких максимумов 
в ро(£) надо решать, сохраняя Р  в подынтегральном выражении. По

отношению к особенностям типа (Е — <в) 2 это приводит к их размы­
тию [3].

В случае сферической симметрии решение уравнения (7) можно 
упростить, разделяя переменные k и Е. Положим

u(k] Е) = ---- е2сш(k ) f x (Е),

y ( k \ E )  =  — —  8 2сю (k) /2 (E),

где / j, /2— неизвестные безразмерные функции. Поставляя в (7) и вво­
дя безразмерные переменные (9), получаем

[1 — («)] г| (jc) +  аf x (а) =  ^  dxx2 г] (*)

+

[[ 1 — а / i  (а)] г] (*) +  а]2 - f  а2г)2 (х ) f \  (а) 

[1 — а М а )] х\ ( х ) — а

1 =  — а

[[1 -  a h  (а)] ц (х) -  ар +  (*) % (а)

1^dxx2r\2 (х) |"--------

[[ 1 — а/ i  (а)] г] (*) — а]2 +  а2т]2 (х) / 2 (а)

+

а/ i  (а)] т) (*) +  а]2 +  а2т]2 (ж) (а)

1

(13)

Здесь а =  —  е2с.4
Следовательно, в случае сферической симметрии решение инте­

грального уравнения (7) сводится к решению системы двух трансцен­
дентных уравнений. Однако даж е в случае простого вида дисперсион­
ного закона получаются громоздкие уравнения, не сводящиеся к алге­
браическим.
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Для иллюстрации рассмотрим случай дисперсионного закона (8). 
Так как /г(я) не содержит особенностей, в уравнении для /i(a )  можно 
пренебречь слагаемым a2rf ( x ) f i ( a ) .  Производя интегрирование и со­
храняя всюду, где это возможно, только первую степень а, получаем

— 4a/i (a) -f- ^ 1 +  2a -f  4a2a -----q -y  a j (a) —

-----------2a2 +  a3 In (a +  1) =  a 3 In | a — 1 +  a /x (a) |. (14)

Из этого уравнения получаем, что функция f\{a)  не имеет особен­
ностей при a-> 1 и что f \(a)  неаналитически зависит от а;, что существ 
венно когда энергия фонона близка к той, что отвечает границе зоны 
Бриллюэна ( а ~ 1 ) .

Д ля |1 п а |» 1  из (14) получаем f i~ I n  а. Соответственно аналогич­
ной неаналитической зависимости можно ожидать и в законе дисперсии
(o'(k ), вычисленном с учетом влияния дефектов о / (6) =  о>(&) +  (oi(&) alna 
вблизи границы зоны Бриллюэна.

В случае, когда максимум в р0(В),  соответственно в y(k-, Е) ,  не 
находится близко к частоте на границе зоны Бриллюэна, f2 можно 
определить из второго уравнения системы (13), пренебрегая слагае­
мым a/i. Д ля грубой оценки можно воспользоваться сферически сим­
метричным дисперсионным законом

(O(k) =  (o0 — l ( k  —  k0)t, g > 0 ,  (O0 =  %k0, (15)

В этом случае ро(Е) при Е = со0 имеет бесконечный максимум типа 
__i_

(Е — ю0) 2 . Подставляя (15) во второе уравнение системы (13) и
сохраняя только самые низкие степени а, получаем, что /г (^  =  со о) ~  
~ A \  + A2 Y а (Ль А 2 — числа порядка единицы). Из (12) получаем, 
что плотность состояний р(Я) для значений Е, близких к оэо, имела 
бы такой же вид: р (£) = р 0(£') +.pi (Е) а a .

Таким образом, решение (7) с учетом Р в знаменателях приводит 
к неаналитической зависимости от константы разложения е2с. Эта не­
аналитическая зависимость в законе дисперсии существенна вблизи 
границы зоны Бриллюэна, а для плотности состояний — в точках

Г—>

острых максимумов. Экспериментально оо(&) и р (£ ) определяются, н а ­
пример, по рассеянию нейтронов на колебаниях решетки [6]. Тогда в 
соответствующих сечениях рассеяния можно ожидать указанных выше 
неаналитических зависимостей от концентрации дефектов.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. В. JI. Бонч- 
Бруевичу за стимулирование работы и многочисленные полезные обсу­
ждения.
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