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О НЕКОТОРЫХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА

Проводится разделение переменных в уравнении Дирака для электрона, движу-
щегося в неоднородном магнитном поле постоянного направления и параллельном ему, 
зависящем от времени электрическом поле. Для некоторых конкретных полей решения  
найдены в явном виде.

Общее рассмотрение задачи

Рассмотрим движение электрона ( за р я д ------- е, масса покоя т)  во
внешнем электромагнитном поле, потенциалы которого имеют вид

А ,  =  - Ц ,  А , =  0, А , =  -  ср(at), V =  0, (1)
\  Уо /  о

где уо, а, Н0, Е0 — некоторые размерные постоянные, а Ф ( —— ) и q>(ctf)—
\  Уо J

безразмерны е функции. Напряженности магнитного и электрического  
полей при таком выборе потенциала запишутся в следующ ей форме:

НХ =  Н„ =  Е , =  Е ,  =  0, Hz =  =  Я0Ф \
ду

Е * =  —  ~ } Г  =  £ "ф '- (2 )a  dt

Таким образом рассматриваемые поля параллельны и представляют  
собой неоднородное постоянное магнитное поле и однородное нестацио-
нарное электрическое поле.

Волновая функция электрона долж на удовлетворять уравнению  
Д ирака

tb =  Ж =  с (а Р )  +  р3 шс2, (3 )

где Р  =  — Ш у  +  —  А — кинетический импульс, а а и р3— матрица Ди- 
с

рака.
В рассматриваемой задаче интегралами движения являются квазиим-

пульсы Pi и Рз, ибо операторы рг = — i h -^— и р3 =  — i h - ^ ~  коммутируют
дх dz
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с  гамильтонианом. Подчиняя волновую функцию требовашно быть собст-
венной для указанных операторов

и р3 Y  =  М Д ,  (4)

решение общей задачи можно искать в виде

Y  (л 0  =  - j -  e ^ + k 3z) f ^  (г/, 0 ,  (5)

где 4-компонентный спинор \F (у, t) удовлетворяет системе уравнений

(т 1Г ~к> ) - (*> - f  )*« Т (*. —5*-*)*« = °-
( “ Г  1 Г  +  * ° ) ’!Гз’4 _  ( К  ~ т Ф  +  ~ i r )  т  ( * •  ~  " л ~ ф)  ч ' ' - 2 =  ° ’

9 “ (б)

1 тс еН0 пв которых k0 = -------и у =  — —. В данном случае существует спиновыи
Ь ей

интеграл движения (см. также [ 1 ]) — оператор J£,  имеющш вид:

В  =  П 3 cos 0  -j- Ф 3 sin 0,

(?)
П =  тсс  +  р2 [а Р ], Ф =  — р3 [аР] ,

где 0 —  угол м еж ду направлением спина и осью г. Подчиняя волновую  
функцию (5) требованию быть собственной для оператора В

& S  =  & < £ •$>  (8 )

( £ = ± 1  характеризует две возможные ориентации спина, L — собствен-
ное значение оператора), получим, что спинор помимо (6 ) долж ен  
такж е удовлетворять системе уравнений:

— i sin 0  ( k x — у  г/ 0Ф +  г|)2д =  О,

(9)
(k0 COS 0 +  ХЛ)  % , 4  — COS 0 — у  у 0 Ф +  1 ^ ,1  +

-{- i sifl 0 — y г/ 0 Ф +  - ^ - ^ 4 ,3 == 0.

Комбинируя эти системы уравнений, их можно одновременно уд ов-
летворить следующим выбором спинора tj) (у, t ):

t i . s  =  f ( y )  [ ±  C i% i( t )  +  C 2%2 (t)],
(1 0 )

■фг.л =  g (у) [̂ 3 X1 ( 0  + Ct%2 (/)].
Здесь функции f, g зависят только от координаты у  и удовлетворяют  
системе двух уравнений первого порядка:
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{ i i i  ~  yy° ф  ( j j r ) + ki}  ^ = ~~Xg ( ^ ’

{ Ь + m  ф  ( ~ t )  ~ k i}  *  •(^) = x ‘f {y l

г  функции x зависят только от времени t:

{" 7  ~dt—  ~ l!t~ ф ̂  +  ^3}  Xl ®  =  ^  +  k*>Хз
( 12)

{“Г  ~dT + 1*ь~ ф(а° “ *3} Ха(0 =  {К~ kz) 11 {t)’
причем Ли К  пока некоторые неизвестные числа.

В результате выбора спинора ^  (у, t) в виде (10) системы уравнений 
(6 ) и (9) приводятся к алгебраическим уравнениям коэффициентов  
Сг- ( / = 1 , 2 ,  3 , 4 ) :

(К  “Г &3) Ci,3 — k0 С2,4 +  ^^4,2 =  0 ,

(К — &з) С2>4 — /г«А,з ±  ЯСз.1 =  0,
(&ocos0 +  ^ ) C i ,3 +  Ле* * 9 C3,i =  0,

(13)
(&0cos 0 +  £ J£) C2 ,4 ±  Яе±ге C4i2  =  0.

Восемь уравнений (13) для определения четырех коэффициентов Сг- ока-
зываются совместными при условии

K =  Vk l  +  k23 +  № - •# =  / ^ c o s 20 + A 2 . (14)

Таким образом , независимыми оказываются четыре квантовых числа k u 
kz, К и £—± 1 .  Величина X долж на при этом определяться из системы  
(11).  Система уравнений (13) при условии (14) имеет решение:

Cl = T V  (1 + ;Л? 1) (1—т) е~ ^ '
с 2 =  - j -  ] / ( 1  +  ( 1  +

С. = - - § - } / '

____________________________ (15)

c‘ = t V̂  (1- ?Ay i ) ( 1 + -F)r'°"i?L'
в котором sin г) =  k0 sin b j V k l  +  Я,2 , причем

£ k l 2 = l .
»=i

Таким образом для определения явной зависимости волновой функ-
ции от спина (т. е. для разделения решений по состояниям поляризации)

(11)
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не требуется знания конкретного вида функций Ф ( —— ) и ф (а^ ), a такж е
V у» 1

не требуется решения системы уравнений ( 1 1 ) и ( 1 2 ).
Непосредственно из системы (11) следует, что функции f  и g  обл а-

даю т следующими свойствами:

— т. е. j f * f d y  =  ^ g * g d y .  (16)

П оэтому обе функции можно нормировать условием

1i n d » = ‘ l < t ,S d y = \ .  (17)

При этом -нормировка полной функции имеет следующ ий вид:

J | Y ( r ,  t)\*'d*x =  N,  (18)
где

W ==| Xi I 2 +  ! %2 !2 ----- ~ ( \ h \ 2 — \ l 2 12)- (19)
А

Дифференцируя N  по времени и используя уравнения (12),  покажем, что
нормировка (18) не зависит от времени, и б о -------=  0. Поэтому можно

dt
положить постоянную N — 1 , нормируя тем самым функции %i и %2 .

Таким образом  решение уравнения Д ирака нами сведено к решению  
систем дифференциальных уравнений первого порядка ( 1 1 ) и ( 1 2 ) , для 
этого необходимо конкретное задание функции Ф и <р.

Квадрируя системы уравнений (11) и (12),  можно получить диф ф е-
ренциальные уравнения второго порядка для каж дой из функций f, g ,

ХьХа:

(20)

=  0.

Здесь верхние знаки относятся к функциям f  и %ь а нижние — к функ-
циям g  и %2 . Эти уравнения отличаются от уравнений для скалярной  
частицы (Клейна — Гордона) наличием лишь производных Ф' и ф'.

Замечание о классических уравнениях Лоренца

Д л я полей типа (1) и (2) классические уравнения Л оренца всегда  
допускают решение в квадратурах. Действительно, уравнения Лоренца  
могут быть записаны в виде

dx2 тс { .dx
— н
dx dx2 тс \  dx

d?ct с ( d r  n  I / o i \
£ , (21)

где т — собственное время. Воспользовавшись видом полей (2) ,  можно 
записать четыре первых интеграла движения:

J x _ = = c (J>j:____ еНоУ<> ф \  dz — с ( Рз еЕ° дЛ
d t  \  тс тс2 /  dx \  тс тса ] ’
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-  с2 1  f Y  -  f —  ф Т !  .dx J  IV me J  \  me me2 j  )

d t  I 1 , f  P , Y  , f  Рь eE 0

dx

(22)

в которых pu pz p± — постоянные величины (аналоги квантовых чисел  
k u & 3 и А). И з (2 2 ) следует решение задачи в квадратурах:

й _  __£»«»>_ ф / j M l  dy
т е  т с 2 v  у0 J J

X — хп =

V (̂ г)ЧPi еНу0 Г у
т с  т с 2 ®  \  уо

Г Рз
- в-—-  ф (at) dt

1 т с т с а
Z0 =  C \  ------- _ .........  ........ (23)

■ J  i +  ( i Y + r i _ ^ T(a()
У ' V тс J   ̂ L тс mca Y A ’

Г {  ( L L У _  Г ^ ___ f - i L У } - 'Л dy  =
j  1 \  тс J  I тс тс2 \  у 0 J  )

=  Л { 1  +  ^  +  ^ - ^ ф ( а о Г / ! Л.J  ̂ ' тс тс тса  т  4 ’ )

Здесь  у  и г определяю тся как функции t, а, х  —  как функция у,  которая 
в свою очередь зависит от t.

Некоторые случаи конкретного выбора полей

Одним из важных случаев является однородное магнитное поле,
когда Ф =  — . Реш ение системы (11) при этом имеет вид (см. [2 ])

Уо

f  =  V y U „ . ,  © ;  g  =  У ч  Un (|); ? =  V T  ( у -  А - ) ,

Я =  1 /2лу", л =  0 , 1 , 2 . . . ,  (24)

где Un (£,) — функции Эрмита, связанные с полиномами Эрмита соотно-
шением

и а Ш) =  (2"п ! У л ) - ' / *  е-1Ч*Нп ( |) . (25)

(О решении системы (11) в некоторых случаях неоднородного поля см. 
[ 3 , 4] . )

Уравнения (12) допускаю т точное решение, например, в случае  
<p(a/) = th a /. Такой выбор потенциала соответствует электрическому полю  
E z =  E d (c h a t ) - 2, обращ аю щ емуся в нуль при оо. Величина а - 1  в этом  
случае характеризует эффективное время действия поля. Тогда решение  
уравнений ( 1 2 ) мож ет быть выражено через гипергеометрическую функ-
цию Гаусса:

%1 = Q ( q - p -2® (■’* +  * • - * .У ’ Е Т **  X
V сК — ck з J

279



X  (1 -  у f [ i  +  - ^ - p  +  2 6 ) ;

_ i _ ( ^ _ p _ 2 S); 1 — ip; ^  f

x* =  - Q ( « - p  -  2б) ( - 2?7^ + “6 У '  5Г*’/2(l  - W""2 X

x F [ t < ? _ p + 2 6 ) ;  (* + y « - p - 2 6 )'- 1 - ■ > ;  i l l -  (2 6 )

Здесь

* ,  +  *o +  ( * , - - j - 6 ) > ,

______________________________  ( 2 7 )

Р =  - ^ ] / Г  № + t i + ( k ,  +  ^ - b J .

S =  ~ i r f  и b  =  4 - ( 1 + thcrf)-na2 2

М ножитель Q произволен и долж ен быть определен из условия норми-
ровки. Заметим, что функции (27) переходят в стационарные решения  
при t - + ± ° о, т. е. когда электрическое поле отсутствует. При этом из (27)  
при t—y — оо получим

%1 ~ % 2 ~ ехр | — ict Р - И о  +  (&з +  ~ 5) 2} ’ (28)

а при ^ -* о о

Х г ~ Х 2 ~ ех р |— i c t y ^  Х2 +&о +  ( k 3 —  7 " s j } -  (29>

Сдвиг энергии при изменении времени от — оо до оо совпадает с пред-
сказанием классической теории (см. (23) ) .

Очевидно такж е, что при Е 0 =  0 эти функции переходят в волновые  
функции стационарных состояний

X i ~ X 2 ~ e ~ /cW-

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Т е р н о в  И.  М., Б а г р о в  В.  Г., Б о р д о в и ц ы н  В. А. «Изв. вузов», физика,
4, 41, 1967.

2. Сб. «Синхротронное излучение» под ред. А. А. Соколова и И. М. Тернова. М., «Нау-
ка». 1966.

3. S t а п с i n G. N. Phys. Rev. Lett., 23, 232, 1966.
4. Б а г р о в  В.  Г., Б о р д о в и  ц ын  В. А. «Журн. вычислит, механика и математи-

ческая физика», 8, 691, 1968.

Поступила в редакцию Кафедра
1.7 1969 г. теоретической физики


