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ЧАСТОТНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ ФЛУКТУАЦИИ 
СФЕРИЧЕСКИХ ВОЛН, РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ 

В ТУРБУЛЕНТНОЙ СРЕДЕ

Рассчитаны частотные корреляции флуктуаций уровней амплитуды и фаз двух 
сферических волн различных частот, распространяющихся в изотропной турбулентной 
среде. Структурная функция показателя преломления такой среды подчиняется закону 
«двух третей» Колмогорова-Обухова. Рассмотрение проведено с воляевой точки зрения 
в первом приближении метода плавных возмущений.

Турбулентное состояние атмосферы, ионосферы, моря или океана, 
вызывающее флуктуации показателя преломления, приводит к флук-
туациям параметров распространяющ ихся в них волн. Исследованию  
статистических характеристик этих флуктуаций посвзедеио больш ое  
количество работ. Н аряду с пространственными корреляционными функ-
циями флуктуаций параметров волнового поля одной частоты изучают-
ся частотные и частотно-пространственные 'корреляционные функции. 
И сследование последних дает возможность определить полосу частот,  
которая м ож ет быть передана через статистически 'неоднородную среду  
без искажений формы спектра сигнала, что необходим о для оценки р аз-
ности частот в системах частотного и частотно-пространственного разне-
сенного приема в линиях связи. Использование острюналравленных  
антенн такж е требует знания частотно-пространственной корреляции  
флуктуаций поля в плоскости раскрыва антенны для определения той  
ж е частотной полосы.

В работах [1— 6 ], посвященных расчету частотно-пространственных  
корреляционных функций флуктуаций параметров волнового поля в 
атмосфере и ионосфере, рассматривается статистически однородная изо-
тропная среда  с гауссовой корреляционной функцией флуктуаций пока-
зателя преломления. Наряду с этим показатель преломления реальной  
турбулентной атмосферы удовлетворительно описывается с помощью  
локально однородного  поля с  постоянными или плавно меняющимися  
средними характеристиками. Структурная функция показателя прелом-
ления такой среды подчиняется закону «двух третей» Колмогорова -— 
Обухова. М орская среда, согласно экспериментальным данным, такж е  
лучше всего описывается с помощью модели однородной: турбулентности. 
В" работе [7] вычисляется коэффициент частотной корреляции флуктуа-
ций уровня амплитуды волн, распространяющ ихся в такой среде. В ра-



ботах [8 ] приводится расчет поперечных спектров и структурных функ-
ций флуктуаций уровня амплитуды, фазы и их взаимных корреляций  
для двух плоских волн различных частот, а такж е учитывается влияние 
разменов апертуры приемного устройства на частотные флуктуации  
интенсивности волнового п о л я .'

.В  [1— 8] рассматривается распространение двух плоских волн р аз-
личных частот. Однако при проведении эксперимента часто приходится  
иметь дело с источниками, излучающими сферические волны или близ-
кие к ним. Работы по исследованию частотно-пространственных корре-
ляций флуктуаций параметров сферических волн нам неизвестны.

В настоящей работе с волновой точки зрения рассматривается во-
прос о взаимной корреляции флуктуаций уровней амплитуд и ф аз двух  
сферических волн различных частот. Задача решается в первом прибли-
ж ении метода .плавных возмущений. Турбулентная среда принимается  
однородной и изотропной со структурной функцией показателя прелом-
ления, подчиняющейся закону «двух третей».

Пусть в начале декартовой системы координат находится источник, 
излучающий две сферические монохроматические волны .с волновыми

^ ^
числами ki =  k ( \ — б) и £ 2 =  & ( 1 + 6 ) .  Величина 6  =  — ——— характери-

2k
зует частотный разнос распространяю щихся волн. Показатель прелом-
ления среды имеет вид п(х,  у,  z ) = .-1  + ]я(я , у, z ) , где [х(л:, у, z)  есть малые 
случайные отклонения от среднего значения, которое принимается рав-
ным единице ( 1 1 | <  1 ).

предполож им , что распределение неоднородностей квазистатично, 
т. е. параметры, характеризующ ие среду, меняются настолько медленно, 
что зависимостью fx от времени можно пренебречь, а сами неоднородно-
сти крупномасштабны, т. е. k 1; 2^о^ 1 у где /о — внутренний 'масштаб тур-
булентности.

Поле каждой волны в среде описывается волновым уравнением

Ам +  k2( \  +  ц)2и =  0 . ( 1 )

Реш ение этого уравнения в общем виде методом плавных возмущений  
опустим, поскольку оно общ еизвестно, а воспользуемся выражением для 
комплексной фазы, полученным в первом приближении метода [9] 1

Ф(у ,, &2 Г Г Г ехр [ i k ^ ( x - x r - h ( y - y ' ) 2 +  ( z - z r ]  w
{ ’ У ' 4я J .)J  V  ( x - x T  +  i y - y ' f  +  i z - * ) 2

X u° (x , у  ’ 2 ) [X ( х \  у' ,  z') dx' dy'  dz' ,  (2 )[u0{x,y,z)
V — область, заполненная неоднородностями, а и0 — означает невозм у-
щенную волну и удовлетворяет волновому уравнению

Ам0 -|- k 2 u 0  —  0. (3)
Так как невозмущенная волна является сферической, распростра-

няющейся из начала координат, то

=  , . р + ^  +  г» e x p [ i k V  г *  +  ,/■* +
uQ(x,y,z) l / ^ 2_f_^2_j_z'2

—  ik V х 2 -f- У2 +  Z2] .

1 Комплексная фаза связана с величиной самого поля соотношением 
и=ехр{Ф о+Ф ], где Фо —  комплексная фаза поля в нулевом приближении.
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Поскольку рассматривается случай крупном асш табш х неоднород-
ностей, величина поля в точке наблюдения будет определяться рассея-
нием падающ ей волны в среде, заключенной в объеме уавого эллипсои-
да, с  фокусами в местах нахож дения источника и приемш ка. П оэтому  
в существенной для интегрирования области \х— х'\ >  Ji/—у ' \ ,  | z — z' \  
приближенно можно положить

exp [ik Y ( x  — x ' f  +  (у  — y ' f  +  ( 2  — z ' f  J ̂  expjtfc [ { x  — x')  +

I 1 (y-t , ')*  +  ( z - z ' ) 2  I)
2  x — x' JJ’

exp [ ik V  x' 2 +  y ' 2 +  z ,% — ik V х г +  у 2 - f  z2]

’- e x p

1 1

Y(x-x ')2 +  (y-y')* +  {z-z')2 ' X - X ’ ’

Y  X2 y% - ) -  Z2 ^  X

V x ' 2 ^  y'Z +  z72 x'

и интегрирование по x'  распространить на интервал от 0  д о  х,  а по у'  
и z'  на бесконечный интервал. Тогда выражение для комплексной фазы  
Принимает вид

\ №х С dx’ (*{* f ik Г (у — # ' ) 2 +  #  — z' ) 2 ,Ф(х, у , г ) =  —  j — — > +
о

+  y ’° + z *  -  J L h i l l W ,  у',  z - ) d y ' d z ' .  (4 )
X X J)

Д ля определения частотных структурных и корреляционных функ-
ций флуктуаций уровня амплитуды и фазы в плоскости» перпендику-
лярной направлению распространения волн, рассчитаем величины  
(Фх (х, Ух, гг) Ф 2  (х, у 2, z2)} и (Фг (х, y v  г г) Ф 2 (х, у 2, z2) ) .  Знак * озна-
чает комплексно сопряженную  величину, а угловые скобки — усреднение  
по ансамблю реализаций. Индексы 1 и 2 справа внизу относятся к р аз-
личным частотам

(Ф х (д;, у г, у 2, 2 2)) j л ___52 42  Г Г_______ dx dx

(ф , (X, y lt z x) Ф2 (х, у 2, z2))  |  “  1 6 л 2  ' }  J * '{х “  ф " {х “  х"}

S j e x p { f [ ^ e ^  + ̂ - ^ L3<1- 6>T
--ОО

(j/a-«/")2 +  f e - z T  ■ ya2 +  z"2 yj +  4  1 Ik /} х 
х — х" х" X J 2 J

X ( р  (х', у' ,  z') |л {х", у", z")) dy' dy" dz' dz". /  (5)
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Введем обозначение

Вп (.X' — х", у'  — У", 0 ' — 2 ") =  ( [ 1  (* ', у', Z') fX (х", y \  Z")) . (6)

Производя замену переменных г,—у'— у ", rQ = z ' — 2 ", и =  ~ ~ ^ У'

г'А-г"и v  =  ------ -̂----  и используя известное соотношение

-н» у  —

 ̂ ехр (— ах 2 + bx) d x  — 1 /  —  ехр , (6 ')
--00

после простых, но громоздких вычислений получаем:

(Ф Л *. 01. *1 )Ф й(* , У*> 2г)) =

г/г3х Г* _________________ (1 — &j2 dx' dx"________ •

8л J J (x'—x”) (x — x '— x") +  [x {x' +  x”) — (xr2 4 - x"2)] b

, (1 « Г Л  y i x '  , wt" V  , Л  zi*' , *2*" Vs
x  exp - i t

- (*' — x") (x — x' — x”) +  [x (x' - f  x") — (x'2 - f  x "2)]

X  Bn (x ' — x", rj, Qdr\d^.

<Фх (X, y l t zx) Ф2 (x, y t , z2))  =

(* p __ __ (1 — §2)2 ^  ^

X

И8я J  J  jc (*' - f  ж") — (*'2 - f  jc"2) +  (*' _  *") (x — x' — x")
X

2 * (*' +  x") — (x '2 - f  x "2) -f- (*' —  *") (jc —  x ' —  x")

X  Bn (x' — X", Г), Q  rfr]

Используя для дальнейших расчетов двумерное спектральное раз-
лож ение функции В п!(х'—х", Г), £),

-|-оо

Вп (х х  , tj, £) j  J* ехр [i (%2т) -j- %з£)] Fn (э<2> х 3, х — dx2 сЫ 3, (7 )
—оо

где к2, % з ~  пространственные волновые числа, из соотношения ( 6 ') на-
ходим:

X X +оо

(Фх (х, у г, 2 Х) Фг (х, у г, z2)> =  ( 1  — б2) J J  dx' dx" Fn (щ,  х 3, х '— х)
О 0 —оо

Xexp j ( x i - f  хз) — ~ х")( *' ~ х^ [х ^ х"} ~  (*'2 +  х"^] 5 +
I 2 ik x ( l— №) ~

+  ‘ (■J 7 —  ~ Г )  + 1С" Г —  “ ) * » } * • *  *«►
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XX  -j-йо
<ФХ (х, y lt z*) Ф2 ( x , y 2, z 2)) =  — ( 1  — б2) dx'dx"  j J  jF^x,, x 3, л:'— x) X

О 0 — oo

f,: 2 . '2ч — (*/2+  -*"3) +  (*' —  x") (x  x ,!—x") b .
x e x p j ^  +  * 3> ■' 'V ( T - e - )  ------- — ^  +

+ 1 ( J i ? L  _  j u l )  x„ + 1 ( j ^ L  _  \  XjW  d x ,.
\ .£ X  J  \ . £  /  J

Поскольку функция Fn (x2, Хз, x'  — А'") заметно отличаа от нуля лишь 
в области х (х'  — *") ^  1 (где х  =  _j_ ), то

х2 (х'-г-х") (х — л:' — ж") 1 х (х — х' — х") 1 _
2kx 1 —б2 2fcc 1—б2

к 1 й

в силу малости длины волны X по сравнению с внутренним масштабом 
турбулентности /0.

Аналогично
х2 (х' — х") (х — х'  — х")

2kx

можно считать, что

2ч (х ' — х") (х — х' — х")

« 1

ехр 

где

1

Г / 2 , 2ч ( X  —  X  ) ( X  —  X  — X  ) ,
{ ( * .  +  ха) ----------i i j j ------------L

1 — б8 1—б2
Тогда

+оо

<ф 1 {X, Ун Zx) ф 2 (х, Уг, Za)) =  - —  (1 ~  б2) J |^ x '  dx" Fe <x2, x 3, x ' — x") X
0 0 — oo

1 , 2 ,  2\ * ( * '+ * " )  —  ( X ' 2 +  X " 2)  6  .
X e x p |( x 2 +  xa) + ■ ^  - 7 Г У -  +

+  г ( ^ - ^ ) * г +  1 ( ^ - - ^ ) х Х < 1 к г сЫ3. (8)
\ X  X  )  \ x  J }

X  X.

<ФХ (*, y v  Z i) Ф2 (x, y % i Z 2) )  =  — - J -  (1  — 6 2)  |  d x ",
о й

-f-oo

Fn (> V x s»> *' — *") exp | ( x l  +  xi)
2ч X ( X ' + X " )  —  (*'« +  **«) 1

+2ikx 1 —62

^  -------- _|_ i f - h l ----------------------- zj J L - \  x a\ d x . 2d%3. (9)
X  X  /  ~ \  X~ % J J

Введем следующую замену переменных:

f / м x '4~x”l^-.-X — Х", I ' ------- - - -----.
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■ " f  <*' +  *'> - 1<*'* +  *"‘>1 р =  р f a x  -  2v2 -  J L  1
2ikx 2ikx L 2 J ’

где

6  1

Первые члены в экспонентах выражений (8) и (9) принимают вид

p = 1— 62 ’ 1 — 6 2 ’
о 2 , 2

x 2 =  X2 +  J«3. .

Но в существенной для интегрирования области, как уж е указыва-
лось, 1- Поэтому величиной | 2/ 2  в последнем выражении можно 
пренебречь. Поскольку Хх <^х,  приближенно можно [считать

Ч * * У л:

1 ( л £ —

\ % J  fX

Распространяя интегрирование по £ на бесконечные пределы в силу 
быстрого убывания функции Fn (х2, х 3, £) и используя формулу

00

J* Fn (^2> %з> clB, =  яФд (0 , х 2, Х3) (Ю)
о

(где  Фп (О, Х2 , х 3) — трехмерная спектральная плотность показателя  
преломления среды ), получаем

X -{-оо

<ФХ (х, у г , Zl) Фг (X, у 2, za)) =  (1 — б2) J  dv  Ф„ (0, х 2, х 3) х
О —оо

X е х р { ( ^ +  ч|) + t - f a - ..W>4. ^  +

+  i x 3}  dx2 rfx3, ( 1 1 )

^ -{-oo

<ФХ (x, y lf zx) Ф2 (x, г/2, z2)> =  — - ( 1  — б2) J  dv  Ф„ (О, x 2, x 3) x
0 —oo

f / 2 , 2ч v (x — v) 1 . . Цил — щ) VX exp { ( * 2 +  x 3) - L - L  - j - j -  +  , K. +

+  i - —~ z^ v x 3|  rfx2 rfx3. ( 1 2 )

Поскольку в рассматриваемом случае поле показателя преломления 
изотропно

Ф«(0, Х3) =  Фп (о. 1 ^ 1  +  х ! ) ,

Введем новые переменные интегрирования х 3 =  х  cos <р и х 3 =  х sin ф 
и обозначим — Уч— Р cos а >

Zi — =  р sin а и р =  V ( y 1 ~ y 2f +  (zt  —  z2)2,

5 ВМУ, № 3, физика, астрономия 3Q5



Учитывая известную формулу
+я
J cos[xpcos(q>— а)] йц> =  2 я /0 (хр), ;

■ —Я

где / о — функция Бесселя первого рода нулевого порядка, проведем  
интегрирование по <р, тогда выражения ( 1 1 )  и ( 1 2 ) примут следующий  
вид:

(Фг (х, у 1г 2 Х)Ф 2 (*, у 2, Z2)) =
X ОО

=  2rt2fe2(l — 6 2) Jefo j* х  Ф „(х)ехр  [ х 2 ------ ] ,

I o ( x p ~ ^ d x ;

Ух, г1)Ф 2 (х, у %> z2))

(13)

л  оо

— 2 я2 fc2 ( 1  — 6 2) ̂  dv  J  х  Фя (и) ехр -jx
о о

/ 0 ^хр —  ̂  dx.

2 О (* — Р) ; 
ikx Т ^ г } '  <14>

(15)

Совместные структурные функции флуктуаций уровней амплитуд, 
фаз и их взаимных корреляций для двух волн различней: частот опреде-
ляются выражениями:

Дсхх, ('Ч> г г )  =  ( [ % г  ( г г )  — Xi (/*)! [Ха (/-i) — Х2 (**)]> =

=  - j  Re [D i (гх, Гг) +  Д ( г 15 ra)J,

A s a  ( г г ,  г 2 )  =  {[£>1 (fi) Sj (r,)] [S2 (rj) S2 (fj)]) =

=  ~  Re №  ̂  Г ~  D* ^

A cA  ( r l f  r 2 )  =  { [ % !  ( r x )  — Xi (r2)] [S2 ( r t )  —  S3 fo )])  =

=  — I t n [ D 2 ( r l t  r 2 )  — Dx(rx, r2)], ;

Асз-s» (/"i> **2) =: {[Xa (r  1) X2 (^2)] ( rx) (*jg)]) =

= ~ \ I m  f A  i r x ,  r2) +  D x  ( г г , re)I,; 

где структурные функции комплексных фаз

A ( ri> г г )  =  <[ф х (^i) — ф 1 fo ) J 1ф 2 (гх) — ф 5<г2)]>,

A  (r  1 > ^г) ~  {[ф 1 (r i )  Ф 1  (rs)J [ф2 (r i) ф а (гг)])

и Г\ и г2  представляют собой точки с координатами (х, y\,Z\) и (х , г/2, z2).
Пусть для рассматриваемого случая изотропной турбулентности

трехмерная спектральная плотность флуктуаций показателя преломле-
ния среды описывается выражением
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ф я ( х ) =  0,033 Сгп у Г П16, (17)

где Сп —  структурная постоянная показателя преломления среды. П од-
ставляя в (16) выражения (13),  (14) и ( 1 7 ) ,находим

X оо

D x (rx, r 2) = 4 j i *  0,033 C l k 2 (1 — б2) J  Г х - 8 / 3  ехр Гх2 -  {x~ v) ^ - - ^ 1  X
о о

X £ l  — / 0 ^ p - ^ J c b c ,  (18)

х 00

Da (г х> г2) =  -  4 л 2 0,033  e l k 2 ( 1  -  б2) Г dv f x - 8/3 ехр Г х 2 - {xr~ v)- — Ц ]  х
J  I tkx 1 ”  J

о о

x [ l — (19)

Воспользуемся решением интеграла вида [9]
00

^ [ 1  — / 0 (ир)]и—? e x p f------* - \ d x  =
О *т

= - т г( - ^ ) ’‘"н,[ л ( - ^ '  '■ - 4 е ) - 1} <20)
где Г — гамма-функция, 1/ 7i — вырожденная гипергеометрическая функ-
ция.

Д обавлением w =  v / ( x — v)  выражения (18) и (19) приводятся к 
виду

оо

Dx {гх, г2) =  Лб5/« Си J ш5/в ( 1  +  о,)-»/» х
о

х Л  ( -  f  "ГГ - 4 ^  w) da- / [ - ^ - f  *}■ (21)
о

00

D2 (г1? г2) =  — Л/5/« |x " /e  j* ay5/» (1 +  да)-“ Л х
о

X , F , ( - { ,  1, »■- g -  ( i -  6 ») ю )  1 Г  * ~ '°> ] 7, dv} .  (22)
0

где

A =  — 2л 2 0 ,033  Cl  Г ( —  (1 — б2)1/*.

Воспользовавш ись решениями интегралов [10, стр. 964, 11] }
1

о
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4x

F f —  1 j »*
l f l \  6 ’ *■ ‘ 4x

■ V e ]
и формулами (15), находим

Ac,x.(f>) “  v A c ’V .R e i^
S A  2

Г - 1 - S L T *  P /  11 1. 17 Jjr. , *PS N
L 4* J з ’ T -  ~ ‘ ^ r >

г( т М х )

H- i f .  ( - ' i  • 1, Z ( l - f i * ) ) ]

(-f)
6 z11/a
11

(-f)
X

х Л ( + ,  1 ;
6 ’  6

■0Т ( 1 _ 6 Г '- Л (~ ^  1; Z( 1 +

+  4 - ( 1 ± в ‘' - ) Л ( + ,
_5_ J7_
6 ’ 6

(23)

А с а (p) =  —  Ax"I* Imi />  
x A  2

гШ
x [ = F f f V , ( - f .  1 . ^ - 4 ^ ) -

X

z »/.

"  ' ( t

X

1 7  17  . 7 1

6 *  6 ’ О4

17 17
6 ’ 6
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(24)

где
. V

4x

Остановимся подробнее на частотной корреляции флуктуации уровня  
амплитуды. При р->оо

Цел. (о о )  =  -L A x " U  ( i _  fiv . ) t F x (JL t _  A , JL , 1 (25)

и частотная корреляционная функция флуктуаций уровня амплитуды  
примет вид

(р) =  [AciXa (°° )  АаЗСг (р)] =

1. Z ( 1 — 4 * ) ) - q [ - & L  ( 1 - 6 * > р  x  

Х / » Л ( - £ - ,  1; - f . - f ;  Z ( 1 - « ■ ) ) ] -

- ( Д ) > Л ( ^ и ^ - ) -
5я т... п /  И i ^ 1 —- t g t o - I m j J J L ,  1, г - 1- 63 Л — 

6  12  1 Ч  6  6  I

- « [
_Йр2_

4х

1 — б2

где
� ) ] } •  (26)

Р  =  —  0,033 С„ 
5

Q =

и
F6 COS

Г

6Г

5 я

~W

cos
5 я

~12

Нормированный коэффициент частотной корреляции флуктуаций  
уровня амплитуды будет определяться выражением

А Вм,(Р)1 = -------- Ч т т { К е Л ( Ч г ’ u z o - n ? ) ) -у в %1(р)вХа(р) ( i- 6 2) /i2■■ I V 6 J' XiXi (р) =

tg
5 я

1 г”

1; J L ,  J L ,  z n - V ) ) -
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- e v . R e ^ - i  \ , Z ± = £

+  65/«
« M S -

L — «
. ] ,,', / 1» л ( | - ,  1 ;

17

6

ft
i7 7 : i

T *  ~

-b

6 2
■)}. (27)

При p —0 последнее выражение принимает вид

'%1%г (0) = ХлХг (0) 1 - 6 5/*

V  в г, (0) в х, №  (•
(28)

Согласно [ 8 , 9] это выражение сов-
падает с нормированный коэффициентом  
частотной корреляции фдуктуаций уров-
ня амплитуды в точке Для случаев плос- 

_ _ _ _ _  ких волн. Этот результат особенно инте- 
6,2 $  ito i,2 ресен, поскольку позволяет предполо-

ллх жить, что нормированный коэффициент 
частотной корреляции флуктуаций уров-
ня амплитуды в точке для волнового пуч-

ка будет определяться тем ж е выражением (28). На рисунке представ-
лены графики функции (р),  (ДХ— Xi— Яг).

В заключение выражаю благодарность В. А. Красильникову за пен-
ные советы и внимание к работе.
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