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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

О. ШАРШЕКЕЕВ

ИССЛЕДОВАНИЯ МОДЕЛИ «ВСЕЛЕННОЙ» ФРИДМАНА 
В ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЙ СИСТЕМЕ ОТСЧЕТА

Преобразована метрика Фридмана для случая Л =  эт%; %; sh %. Определены ско-
рости движения частицы и полная энергия.

В совместной с К. П. Станюковичем [1] статье «Модели «Вселен-
ной» Фридмана в центрально-симметричной системе отсчета» был 
преобразован интервал

в результате которого можно записать следующие метрики.
Для пылевой замкнутой пульсирующей «эллиптической» модели:

№ 5  — 1970

d s 2 =  — с2 d x 2, +  а 2 (d % 2 -j- A 2  d Q 2 ) ,

где
А  =  sin x i  %; sh х, d Q 2  =  d Q 2  +  sin2 0 dcp:

(1)

этом r  —  R  j  1---------- - 1, где T  ( c t )  — произвольная функция,

и для ультрарелятивистской эллиптической модели:

_  d s 2 =  (— с2 d t 2 +  d r 2 )  - - R 2 — c 2 P )  R °  +  r 2  d Q 2 ,  ( 2 )— d s 2  =  (— с 2 d t 2 +  d r 2 )

( R l  -  # ) 2  -  сЧ %

при этом г
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■— d s 2 =  с2 d t 2 ----- —------ [ ------------------------------------- ----------  ̂ / з  -f d r 2  — — \ -  г 2  d Q 2 ,

x(y2r — xz) V 9с2t2 y4 /  y-r — X3
/  3 ct \ 2/ 3 Y 3 3 c t 0

r = 5 ( ( - r —  ) —  V 7 - Y  = ------ — ,
V ^  '  2T 2 / 0?

и при p  =  e/3:

— d s 2  =  (— c2 d^2 +  dr2) -------------------------- — ---------- [- r 2 dQ2, (4)
v 4 W - x 4

Для квазиевклидовой («параболической») открытой модели при р =  0:

/ c t  x2 Y /z
Ч “ “  « г )  •

где k  =  сто/ао.
Для «гиперболической» открытой модели при р =  0:

г2Т2 , , 2
-----------------------------1- а г 2 —
х )  ( Г  — 2а 0 sh3 х) Г ■
г =  th х Т (cf) — 2а0 sh х

d s 2 =  — с2 ^ 2 ---------------— ---------------- h ^ 2 -------- --------- +  г 2  d Q 2, (5)
(г - f  2а0 sh х) (г —  2а0 sh3 х) г —  2а0 sh3 х

И при р  =  е/З:

_  d s 2  =  (— с2 +  dr2) -------- ---------+  г 2  d Q 2 , (6 )
(г2 — а§ sh4 х)

г =  th х -j/ с 2 +  2 а 0  ct — a l  sh2 % .

В данной работе исследуются модели «Вселенной» Фридмана в 
центрально-симметричной системе отсчета. Исходя из приведенных 
метрик, можно определить скорости движущейся частицы в данном 
поле и зависимость плотности энергии материи от переменных R ,  г, х 
и c t .  Для этого воспользуемся формулами

Л—v
и л дг ш /*7 \—  =  е  2 ------- , [(7)
с] сдЦ L

и

-----------^ ( 8 + р 4 ) .  <8>dR дг и2 \  с2 )
dR ~  с2

где и  — трехмерная скорость частицы [2 ].
В случае пылевой «эллиптической» модели Фридмана из (1) по-

лучаем

. ( / Д о - * 2 - Т

R % - R 2
W « - n \ V  R2Q- R *  .- j

ек V  Ri ~ R 2 — T

' г -----------  Щ̂ — R2 Л
/ « о - * ’ ~ Т

Н0 )
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Г  =  R  (1 Т

К . V  * 2o - r2

Тогда

и_ ^  _______ У R — T RT
с

' ■ ( / * § - Я 8 - Г ) 1'* ■ /  R2 _ R2

- Vгде Т  =  — ] /  ^  поэтому

U п  -ш /  R  —  г и tg У /Г1ч
-  =  Я Л /  -----^ — ~  или —  =  —  -■ 

r ( R l - R 2 )

д (re~x) 1
dR _дг_ 

dR

R 20 - R 2
/ r I - r * — ^ — ( % - т - т г ? 0

___________ Rq__________________
“  ( R 20 —  R 2 ) 3 / l  - T R l

При этом из (8 ) после элементарных преобразований и при р  =  О получаем

™  =  А г ( ~ ) г - (Ю)D2 \ г Но

Для ультрарелятивистской «эллиптической» модели Фридмана из (2) 
запишем

v (R f  сЧг
e v  = е к  —  -------------------- г  =  R l  1 —l j - R 2 -  сЧ2) Rq 

(Rg — R2)* — cW?§ ' . Л  R l  — R2

с помощью которых

и , tg X

г -

с
-1 /  RZ

cos2 х — 1] /
У сЧ2

д (ге~ х) 1 [ ( R l - R * Y - c 4 * R l \  (R* -  СЧ2 R20 -  R*)

(И)

d R  J L .  R U R l - R 2 - c 2 t 2 ) l ( R 20  —  R 2 ) 2 - c 2 t 2 R l

dR

, 4R2 (R20 -  R2) [(Rg -  R2)2 -  сЧ2 (R2 - R 2)]

R20 (R20 - R 2 -  сЧ2) [(Rg -  R2)2 ~  сЧ2 Rl  

Таким образом, из (8 ) следует, что

х в = А _ Л Д \ \ ; . ( 1 2 )

R l  \  'r /
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В случае пылевой квазиевклидовой («параболической») открытой
модели Фридмана из (3) получаем

e v  = Y 4/"2

X (Y2 — X3) ( Зс/у2 !

ед __
■ - « ( f - Г

Y2/* — х 3 2y 2

Откуда с помощью (7) можно записать

Г
с2

Произведя соответствующие вычисления, получим
Ы  \Ч.

(13)

д (re ) 1
ах дг/д%

/  Зс/ \ 2/3 
2у2  ̂ j  (W — Зх3) — Зх2 ( у ° г  —  х3)

у2г 2у2
3 ct 
2у

Следовательно, подставляя это выражение в (8 ), придем к равенству

-  К Г ) -

Для ультрарелятивистской квазиевклидовой («параболической») 
открытой модели из метрики (4) следует:

=. 4/г2г2

При этом
4 li2r2 — X

Г =  1
(  ct х 2 \ v  
V k  >

х X2
f  4&^ — X2 2 kr

_ , X2 [(2kgt — X2)2 — 2kct%2]
д% дг/д% 2k'2r2 (2kct — х2)

• ависимость плотности энергии материи от г  и %  будет им
3

еть вид

Х8
Ak2 f )

Аналогичным образом можно рассматривать и «гиперболическую» 
открытую модель Фридмана.

В случае, когда р  =  О, из интервала (5) следует

г Ч 2
е л

(г - f  2а0 sh х) (г —  2а0 sh3 %) г  — 2а0 sh3 %

г  =  th /Г  — 2 а0 sh х. . •
Тогда

i = t h x j / ' l  + 2а0 sh х

д (re- х) 1 [ (  ̂ 7  ~  2а° ch х )  ~  2а° sh2 х ch:
<?Х дг,’д%

ch2 х
— 2а0 ch х

(15)

(16)

(17)
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ие =  6 а0^—— ^3. (18)

e v  =  е % —  ------ -------- , г  —  th '( (с2/ 2 2 a c t — agsh2^)1̂
г2 — agsh4x

откуда

—  = - ! i ^ - (r f +  ao) (19 )
С Г

И

д (re~x) 1 __ К''4 — 4  sh8 X) — 4al r2 sh* X ch2 X

<?Х 5г/ах гц г2 _ а 1 ^ % )

Произведя элементарные преобразования в уравнении (8 ), запишем

хе -  За* (2 0 )

Из «Теории поля» Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица известно, что при 
Лпах Г0

о

Следовательно, максимальная энергия Е 0  движущейся частицы в поле 
центрально-симметричной системы отсчета будет равна

£ 0 =  М0с2 =  4л j  Т У  d r .

о
Как известно [3],

% Т У  =  [  1 — е - Ч 1 — К г ) }  =  1 — JL. (ге-Я).
дг

При этом

£ „  =  — M l - e - M ,  <2 1 >

где Я0 — Х Г — Г 0 .

Итак, равенство (21) является общей формулой для вычисления ма-
ксимальной энергии движущейся частицы в поле при А  =  sin  %; %; sh%.

Вычисление показало, что для всех случаев (^4 =  s i n  х;  s h % и  р  =  

=  0, р .=  е/3) е - % « =  0. При этом предполагается u j c —  1. Таким образом, 
максимальная энергия движущейся частицы будет равна

г„. (22 )
X

Из соотношения (22) следует, что 2Ĝ ° — где M q  — полная
гас2

масса метагалактики для закрытых моделей, а г0 — ее гравитационный 
радиус. В случае открытых моделей М0 есть масса, заключенная в 
объеме с радиусом г 0 .

Откуда и

При р =  е/3 из (6) имеем



В заключение выражаю глубокую благодарность проф. К. П. Ста-
нюковичу за проявленный интерес к работе.
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