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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

УДК 539.12.01

А. Д . СМИРНОВ

К СИММЕТРИИ УРАВНЕНИЯ ДИРАКА

Исследуется симметрия свободного уравнения Дирака. Показывается, что оно  
кроме известной симметрии обладает дополнительной скрытой 0 (3 ) симметрией. Най-
дены соответствующие генераторы.

В последнее время так называемые скрытые или динамические сим-
метрии дифференциальных уравнений физики стали привлекать большое 
внимание. В частности, в [1] исследовалась скрытая симметрия уравнения 
Шредингера с потенциалом. Были найдены потенциалы, допускающие 
динамические симметрии, и явный вид соответствующих операторов* 
коммутирующих с гамильтонианом.

В [2, 3] рассматривается симметрия уравнения Дирака. В [2] най-
дены операторы симметрии уравнения Д ирака для частицы в электро-
магнитном поле, являющиеся дифференциальными операторами первого 
порядка. Установлены условия для напряженностей электромагнитного 
поля, при которых уравнение Д ирака допускает операторы симметрии. 
В [3] найдены операторы симметрии свободного уравнения Дирака„ 
образующие алгебру группы S L ( 2, с) £§)S£/(2). Результаты обобщены 
на случай кулоновского поля. Развитию общих методов отыскания опе-
раторов скрытых симметрий посвящены работы [4, 5, 6].

В настоящей работе рассматривается стационарное уравнение Д и -
рака для свободной частицы. Операторы симметрии ищутся в виде диф-
ференциального оператора второго порядка. Найдено общее решение 
системы определяющих уравнений. Показано, что все операторы симмет-
рии второго порядка могут быть представлены в виде

Z(fX) =  £
i,j i

где Zi ■— совокупность всех операторов симметрии первого порядка, ау 
Ь, с — производные комплексные числа.

Кроме известных операторов симметрии первого порядка найдены 
новые операторы, образующие алгебру группы О (3).

Возьмем свободное стационарное уравнение Дирака в виде

(Нв —  Е ) у  =  0, (1)
где

HD =  — ianyn +  mp3, уп =  п =  1, 2, 3.
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Операторы группы симметрии уравнения (1) Z(!X) должны удовлетворять 
условию

[ Z m ,  H d - E }  =  [ Z w ,  H d ] =  0 (2)

(где [ А ,  В \  =  А В  — В А )  и образовывать замкнутую алгебру Ли:
[Z W Z (v)| =  c »v z (p )' ^

где CpV= — Cplx — структурные константы алгебры Ли. Операторы Z(,x) бу-
ддем искать в виде полинома второй степени по оператору уп = ------

д х 11

Z  =  х (0) +  у ^ т ) У т  +  к { т п ) У т У п , (4)

х(о>; х(т); х(ти) — четырехрядные матрицы, матричные элементы которых
являются функциями от г.

Условие (2) дает следующую систему определяющих Z(fl) уравнений:

[х('й, аА] +  a j  +  [x(W), a j  =  О,
J ЛуО'/)

— — a i l  f  t x ( / ) > а / И  +  Ч  — +  m  [к(г/)’ Рз] =  о. ( 5 )

— i [х(°), a j  +  ian +  т ] Ф ,  р3] =  0,

ia" +  т 1х(0)’ Рз  ̂ =  ° ’д хп

i , j , k =  1 .2 ,3 .

Для нахождения матриц х(() их удобно представить в виде разложения по 
16-ти линейно-независимым матрицам Дирака

х (г) =  ф(1) +  +  gmUm +  h^npman,

где pm, ап — известные матрицы Дирака, ф(г'\  /^>, g (£ ,  Ы£п — искомые функ-

ции от г.
Каждое из уравнений (5) дает 16 уравнений для функций cp, g, f, h. 

Нами найдено общее решение указанной системы уравнений. При этом 
кроме известных операторов первого порядка по импульсу:

гамильтониана H D ,

импульса р, ;

спиральности (ар), (6)
оператора Дирака К  =  р3 (1 +  amLm),

Г—̂
момента импульса J 

и оператора обобщенного спина

$ (+ ) _  J L  l_iLa р Ур . п [®х р ]

найдены следующие новые операторы симметрии, являющиеся линейно-
независимыми от операторов (6):

2* 615



А =  Р±Р +  nW • (7)> 5  =  — Рг [ O' ' 
^  "> -4 —>

При этом AHd  =  — D — тВ, где D — — (ар) р и на решениях уравнения 
(1) операторы Л, В, D являются линейно-зависимыми.

Все другие операторы вида (4), удовлетворяющие условию (2), вы-
ражаются через операторы первого порядка (6), (7), (8), а именно явля-
ются их попарными произведениями.

Операторы Л г- и удовлетворяют следующим коммутационным 
соотношениям:

[Лг-, Aj\

[ B i ,  В}] =  — 2imei,kBk — 2isijkDk. 

[ Di, D i ] = Q ,  

[Alt Bj] =  2iC}pt — 2imeijkAk,

[Q> Cj\  — i]kDk,

[Ait СД =  — 2iBjp i — бу2 ш  (Зр), 

И /. Щ  = — 2*C,p.f, 

[f if. Cj] =  — ZiAjPi +  6tj {2ip11 p |2 -j- 2ш р3 (crp)}. 

[5 t., D J =  2tpa | p |2 о д  — 2/p2 (S£) pipj ~  2imeitnnompnpj ,

[Q , Dj) =  —  2ip3 (Sp) ptpj +  2ip31 p |2 о д ,

Где Ci Рз&imrfimPn'
Как следует из (9), операторы Сг, D; в приведенном виде не

образуют замкнутой алгебры. Однако, как легко проверить, их линейная 
комбинация

Z P - f ^  +  cCj +  dD,), (10)

где с =  ±  — -— У 1 4- 462 ( р 2 -!- ш2) d =  -■— —- ■, Ь — произвольный па-
2 | Р  I 2 | р |2

раметр, образует алгебру группы 0(3):

Z P ]  =  ie ^ Z i" .  (11)

Кроме (11) имеют место еще соотношения

[ ^ . Z P H i e , , ^ "  (12)

где J  — оператор полного момента импульса.
Из (11) и (12) следует, что операторы Z\~] и Q\±) =  J i — Zj±) обра-

зуют алгебру группы 0 (4 ):

[Z p ’, г '" ]  =  i8i)SzF>,

[ Q P ,  Q,(±>] =  о .
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Операторы Казимира этой группы имеют вид

С,,! =  (Z ® )3 ±  (14)
Вычисления дают

(Z(?))2 =  Z ( Z + 1) =
4

Следовательно, на решениях уравнения Дирака для свободной частицы 
реализуются только те представления группы 0 (4 ), которые характеризуют-
ся парой чисел Z =  —  и q, где q (q +  1) — собственное значение оператора 
--

(Q{±])2. В качестве базиса данного представления можно выбрать собствен-
ные функции взаимно коммутирующих операторов:

Hd , (<?Й )2, < $ *’, 4 * ’ .

При некоторых фиксированных значениях параметра b из (10) получа-
ем, в частности, следующие наборы операторов.

При Ь =  0:

2 |± ) = 5 | ±) = -----   (——  4 -  - ^ - 1  =  —  ( (а )̂ ^ +  рз eimn°mPn ) (15)
2 1 1Р I2 [ р I J 2 | | р [2 “ ' 3 1 р [ J V

((15) совпадает с известным обобщением оператора спина [7]).
При С =  0 получаем эрмитов оператор:

z \ ±} =  — —  / +  b l —  - н °  ± —  d \  =
2Hd  \ -  ‘ \р \*  г/

=  &^ т Р а  +  m a i )  +  №  ±  т )  - ( ^ j-2- } -  (1 6 )

При d =  0 получаем неэрмитов оператор:

Z P  =  (Bt =F iCt) =  - ^ - { ( p 2 ±  ips) hmn^mPn +  mat) • (17)
2m 2m

В случае уравнения Дирака с потенциалом общее решение анало-
гичной задачи, по-видимому, не исчерпывается операторами, являющи-
мися попарными произведениями операторов первого порядка, как это 
оказалось в случае свободного линейного уравнения Дирака.

В заключение пользуюсь случаем выразить благодарность 
Д. Ф. Курдгелаидзе за постоянное внимание к моей работе.
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