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Р а с с м а т р и в а е т с я  п р о с т а я  д в у х ч а с т и ч н а я  м о д е л ь  э к с и т о н а  в  д в у х з о н н о м  п р и б л и -
ж е н и и  э ф ф е к т и в н о й  м а с с ы . Э н е р г е т и ч е с к и е  с п е к т р ы , д а в а е м ы е  о д н о - и  д в у х з о н н ы м  
п р и б л и ж е н и я м и , в  к р и с т а л л е  с  ц е н т р о м  с и м м е т р и и  о к а з ы в а ю т с я  р а з л и ч н ы м и  л и ш ь  п р иГ>
К^фО, а  в  к р и с т а л л е  б е з  ц е н т р а  с и м м е т р и и  п р и  в с е х  К, гД е  К  —  в о л н о в о й  в е к т о р  э к с и -
т о н а .  И с с л е д у е т с я  с л у ч а й  к р и с т а л л а  с  ц е н т р о м  с и м м е т р и и .

§ L Исходное уравнение

Как известно, для полупроводника с достаточно узкой запрещенной; 
зоной обычное однозонное приближение в методе эффективной массы 
(МЭМ) становится неприменимым, при этом необходимо использовать- 
но крайней мере двухзонный вариант данного метода. Из двух извест
ных форм системы уравнений двухзонного МЭМ для электрона в возму
щенном периодическом поле [1], [2] возьмем форму, предлагавшуюся: 
в работе [2];

(Е, (k) -  Е) Ф1 $) 4- J] U (1 -  V) ф1 {k') +  D fk akm  (k) =  0,

(Е2 $ ) -  Е) ф2 (k) +  £  U $  ~  h  Фз { h  +  DZhakWi (k) =  0.
— )  k'

Ее удобство состоит в том, что (1) явно содержит законы дисперсии.

Ei(k) и Е2(к) в зонах проводимости и валентной соответственно. Пред
полагаем, что обе зоны не вырождены и имеют экстремумы при k = 0 . 
Величины D î и D“f характеризуют 'междузонное взаимодействие,.

U(k) обозначает фурье-оюраз возмущающего потенциала, ф[ и фг —  зон
ные компоненты эффективной волновой функции. Связь (1) с системой 
уравнений, выведенной в работе [1], объяснена в приложении.

Отсчитывая энергию от дна зоны проводимости, запишем законы 
дисперсии в виде

fe2
^1 {&) — 2т«{Г Ег(к) — А 2пр& ^
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где и —  эффективные массы в соответствующих зонах (их вы
ражение см. в .приложении), а Д—  ширина запрещенной зоны. В даль
нейшем будем предполагать, что эффективные массы и междузонное 
взаимодействие являются скалярными величинами, однако существен
но это предположение будет использовано лишь в § 3, тогда как вы
кладки § 2 легко распространяются на общий случай.

В координатном пространстве при использовании матричной формы 
записи (1) примет вид 

/ h2 
2 т.л

v2 +  и (г) —

V
— а h2

21 2 щ )

О о

о д

Ф1
=  0 . (3)

ф2

Рассматривая простую двухчастичную модель, можно, исходя из (3), 
написать следующее уравнение, описывающее экситон в двухзонном 
приближении МЭМ:

И2
2  т1 

' £*21

А
Ъ2

2 т »
D,21

h2
2 т2 D h2 IVa -

12 2 mi
b\ re — rh \

оо ■
( ФЛ

— Е II р
0 2Д

J V /

где Ф1,2=Ф 1,12(ге, rh), ге и rj, —  координаты электрона и дырки, е —  ди
электрическая проницаемость.

§ 2. Уравнение относительного движения электрона и дырки

Выделить, как это обычно делается в задаче двух тел, движение 
центра инерции системы в данном случае невозможно, поскольку коэф
фициентами при Ve и в уравнении (4) являются матрицы, а не 
числа. Однако можно использовать прием, предлагавшийся в работе
[3] при рассмотрении экситона в анизотропном случае однозонного 
приближения. Сделаем преобразование координат

rh)> Г rh

тогда (4) примет вид 
h2

{ w ( - №  - ‘l \ ) (  V'  +  T V* )  + ̂ r ( i t ) V*V'+£ +(o 2Д

+£К:;)=°-
где

1_
тх
1
тх

1
т%

1
пц,

■и 2 М  /Г4
‘ь = ^ г ( ° 12 -̂ 2l) >

В =
2т

Ь2 (^12 +  All)*

(5)

(6)
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при этом В и Ь вещественны в силу соотношения D12 =  D 21. Поскольку 
оператор импульса —  ihsj коммутирует с гамильтонианом уравнения 
(5), то собственные функции последнего можно взять в виде

I Фг \ \ (7)
\ '1*2 / \ ^2 (f) )

Подставив (7) в (5), получаем уравнение относительного движения

электрона и дырки, в которое волновой вектор экситона К входит как 
параметр

где у 2 =  уг-
Пусть рассматриваемый кристалл имеет центр симметрии, тогда, 

как известно, Di2 = D2\=D и, следовательно, Ь = 0. В этом случае при 
К = 0 уравнению (8) отвечает система несвязанных уравнений

h*
2М г

V 2 +  —  } ̂ 2 =  —  (Е +  2А)
2 М гг

(9а)

(96)

Уравнение (9а) совпадает с известным уравнением для экситона в одно
зонном приближении и имеет дискретный спектр при £ < 0  и непрерыв
ный спектр 0. В уравнении (96) кулоновский потенциал является 
отталкивающим, поэтому собственные значения (96) образуют непрерыв
ный спектр — 2Д. Одлако значения Е.<С— 2Д лежат ниже энергии 
— Д, представляющей основное состояние кристалла, поэтому соответ
ствующие данным Е решения являются лишними. При последователь
ной трактовке экситона как элементарного возбуждения таких решений, 
естественно, не было бы зообще. В принятой нами модели они появля
ются из-за того, что исходные уравнения (1) являются по своему смыслу 
одночастичными. (В силу этого зоны 1 и 2 входят в (1) равноправным 
образом. Но с многэчастичной точки зрения равноправие зон нарушено 
уже потому, что зона 1 пуста, а зона 2 заполнена, когда кристалл нахо
дится в основном состоянии.) Далее указанные лишние решения будут 
использоваться только для того, чтобы иметь полную систему функций.

Таким образом, для кристалла с центром симметрии экситонные 
спектры, даваемые в двухчастичной модели одно- и двухзонным прибли-

жениями, при К=0 совпадают. Этот вывод сохраняет силу и в том слу
чае, когда эффективные массы и междузонное взаимодействие не явля
ются скалярными величинами, поскольку проводившиеся до сих пор 
выкладки непосредственно обобщаются на анизотропный случай.

Однако для кристалла с центром симметрии при КфО или для кристал
ла без центра симметрии экситониый спектр, получаемый из уравнения 
(8), уже отличен от спектра однозонного приближения.
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§ 3. Экситон в кристалле с центром симметрии при К=й=0

Для кристалла с центром симметрии (8) имеет вид .
( №
\ 2 М С*-') 4

+
ih2
2 т

+ЕК1)

1 в ) k v  +  —
В  1 )  г г

0.

о о
0 2Д +

При малых К члены

V(K) =  -
ih2
2т

/  I , h2 /  1 0 \
( 5 1 ) V 8М ( 0 —  1 ) К2

(10)

( 11)

в гамильтониане уравнения (10) 'можно рассматривать как возмущение 
(ср. [3]). В изотропном случае спектр и собственные функции невозму
щенного гамильтониана хорошо известны, в частности, дискретная 
*шсть спектра имеет вид

р° —  С П. —
M e* 1

2fr2e2 л2
(12)

Пусть q?v и Хд —  собственные функции уравнений (9а) и (96) соответ
ственно, тогда полная система собственных функций невозмущенного 
гамильтониана образуется из

о о
Рассмотрим возмущение уровня Еп с точностью до членов порядка К2- 
Занумеруем функции cpv так, чтобы s-кратно вырожденному уровню 
Е°п принадлежали функции фу, где j =  1, 2, s; функции q)v, принадле
жащие другим энергиям, обозначим ф;. Секулярное уравнение для первой

поправки В» (К)

det ЛФ/ V
V 0

(13)

в силу (11) и соотношения 
■1 >

(фу |/Ср|фу'} ='
ш (E°v —  Ev') ̂ф\? I r f фг-)

1
имеет единственный корень Еп (К) =ti2K2l8M. Поскольку в первом по
рядке возмущения вырождение сохранилось, то вторая поправка

находится из уравнения

det

El (К)

У (

' . ф /

ч 0 НоОСк Ф/Л 
о J

L
i

р 0 __рО
i

( Ф'М° V °ЫФ''l o r  z J U J  | о
р0  __ р®

п ц
Е%г =  0 . (14)

Учитывая (11) и правило атомных сумм, выводим, что первая сумма в 
(14) равна
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W  у ч  <Ф/ \ К р  \ фг) <<Pt 1 К р  1 <Р/>) щ а  5 .

4 m 2 2 j  E n ~ ~ E<i ~  8т* U' 'I п
Вторая сумма в (14) в силу (11) сводится к

4 D 2 V I  ( V i t K P l X u X X u l K P l V j ' )  , 1СЧ

“ Е г 1 | ----------------------£ » - в Г '--------------- ■ (  ^

Ясно, что из-за наличия последней суммы вырождение уровня Е% 
должно при ИфО сниматься. Это показывает, что при двухзонной 'поста
новке задачи связь движения экситона -как целого с волновым вектором

К и его внутреннего движения имеет место уже в изотропном случае..
0 1 —*

Если же D—Q, то вырождение сохраняется, а дляЕп (К) — Еп-\- Еп (К) +- 
2 '—*

+  £П(Д) получается выражение, совпадающее с известным результатом, 
однозонного приближения [3].

Случай ИфО количественно рассмотрим для нижнего невозмущен
ного уровня Ей который не вырожден. Легко видеть, что

с  ГгУ\ с.0 , №  , 4 D 2 ^  « P I K P I X ^ X X ^ I K P I C P )

£ l W  =  £ l + i S ^ + — Z J ------- -------------------------• <17>
и 

где
1 — t i2e

Ф==— - ■ e a ; - a = ---.
T  Y  net* M e 2

Третье слагаемое (17) не превосходит

402 V I /  w \ '  \ /  \ t r n \ \ — 4Z>a <ф [ (^ Д 2 ! ф>^( yl Kpl Xv) <%и№ 1ф)

Поэтому, вычисляя <ф | (Кр)21 ф), получаем оценку сверху для рассматривае
мого члена:

2 °*К2 (18)Me2
— ------------  ]az

4 h 2e 2

П Р И Л О Ж Е Н И Е

В обозначениях данной статьи система уравнений двухзонного МЭМ„ 
выведенная в [1] методом Латтинджера и Кона [4], имеет вид

(DfPkakp -  Е) Д (6) +  £  (1-1') /х (!')_ +  ( ^ -  P?2ka +  D^kak^j / 2 (I) -  0 „
—> к'

(19)

(-Д +  DgkJb-E)f,(k) +  Л  U (k- l')h (k ')  +

к'

+  (,~ Рак« +  h Ф) =  О,
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где т0 —  масса свободного электрона, р“2 и —  междузонные мат
ричные элементы имлульса. Положив в (19) 11=О, из условия нетриви- 
альной разрешимости полученной системы относительно ft и fa

находим законы дисперсии в зонах 1 и 2 с точностью до членов по
рядка k2

Из сравнения (21) с (2) можно получить выражения для эффективных 
масс и т“Р.

Сделаем в (19) преобразование эффективной волновой функции

Тогда, если пренебречь в получившейся для ф1 и фг системе уравнений

членами первого и второго порядка по k, содержащими множитель

U{к) (по поводу такой аппроксимации см. [4]), и учесть (21), то после 
простых выкладок мы придем к системе О)-

В заключение выражаю глубокую благодарность В. Л. Бонч- 
Бруевичу за полезные обсуждения и внимание к этой работе.
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