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М ОС К О В СК ОГ О  У Н И В Е Р С И Т Е Т А

Р а с с м о т р е н о  и з л у ч е н и е  э л е к т р о н а ,  д в и ж у щ е г о с я  в  п о л е  д в у х  п л о с к и х ,. э л е к т р о м а г -
н и т н ы х  в о л н , и м е ю щ и х  р а зл и ч н ы е  ч а с т о т ы  coi и  (02, р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  в  о д н о м  и  
т о м  ж е  н а п р а з л е н и и . П о л у ч е н ы  о б щ и е  ф о р м у л ы  д л я  в е р о я т н о с т и  и з л у ч е н и я  ф о т о н а  
э л е к т р о н о м  в п о л е  э т и х  в о л н , с п р а в е д л и в ы е  п р и  л ю б ы х  з н а ч е н и я х  и х  и н т е н с и в н о с т е й . 
И з л у ч е н и е  д о л ж н о  с о д е р ж а т ь  к а к  г а р м о н и к и , т а к  и  с у м м а р н у ю  и р а з н о с т н у ю  ч а с т о т ы .  
О б с у ж д а е т с я  и з л у ч е н и е  с у м м а р н о й  и р а з н о с т н о й  ч а с т о т  к а к  в  н е р е л я т и в и с т с к о м , т а к  

;и в  у л ь т р а р е л я т и в и с т с к о м  п р и б л и ж е н и я х .

Создание и совершенствование лазеров породило серию работ, по
священных процессам, происходящим в поле плоской электромагнитной 
волны [1, 2, 3]. Характеристики этих процессов (вероятности, частоты 
излучений и т. д.) определяются величиной интенсивности волны, ее по
ляризацией и спектральным составом.

В слабой волне наиболее вероятным процессом является компто- 
новское рассеяние, однако с ростом интенсивности волны становятся 
существенными электродинамические эффекты более высокого порядка 
по интенсивности. Например, в [1 и 3] рассмотрено излучение гармоник 
и образование пар в поле монохроматической электромагнитной волны.

В настоящей работе рассмотрен практически важный случай двух 
электромагнитных волн, имеющих различные частоты и распространя
ющихся в одном и том же направлении. Излучение, которое возникает 
при движении электрона в поле таких волн, должно содержать как гар
моники основных частот, так и их различные комбинации, в том числе 
суммарную и разностную частоты.

Точное решение уравнения Дирака для электрона в поле плоской

электромагнитной волны, распространяющейся вдоль направления п и

получено Волковым ![4]. Это решение может быть, согласно [3, 5], пред
ставлено в виде
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Здесь N =  2 */* {к2 -j- X2 +  Щ (1 H- y2)} 1/2 —  постоянная нормировки, S(6) —  
б 5:r> f* о » p —* <з2/32

= ---I й?6 (я2 -f £0 —  ̂ 2)> где тс =  k -j-----А (6), y2 = -----. Величина к
21 J v ch . . m ¥

и постоянный вектор k, перпендикулярный направлению n(kn=0), являют-

ся собственными значениями соответствующих операторов [Е —  с (pn)\!ch и
\р — п (pn\lch и представляют собой интегралы движения. Энергия и им
пульс в отдельности не сохраняются, а продольная проекция скорости равна

( п о )  =  Ф з -  \ Щ \  +  У2) +  к2 -  Л2]/[Г о (1  +  Y2) +  £ 2 +  ^ 21-

Спинор v описывает ориентацию спина электрона и является собственным: 
вектором соответствующего спинового оператора— интеграла движения [5] 
с собственными значениями £ =  + 1.

•*> «—>
Рассмотрим волну Л == Лх +  Л2, являющуюся суперпозицией двух волн

с частотами сох и м2, распространяющихся в одном направлении п Ц Oz и 
поляризованных по кругу

= ---- 3-(e1sinco16 —  g^coscojd),
coi

С£ - - <2>
Л  =  —  — - { ех sin (со2б +  а) —  g2e2 cos (ю26 +  а)),

<Л>2

где и е2 —  единичные векторы, ортогональные друг другу и вектору

п 11 Oz, a gx =  ±  1, g2 =  ± 1.
Решение уравнения Дирака в этой волне будет записываться в форме 

(1), причем для данного случая величина 5(6) будет иметь значение

s (б> =  [*а +  Ч (* +  ’Л -  6 +  № 008 “i6 +  ̂  sin «!«) +

+  есЕг (кг cos (со26 +  а) +  k2g2 sin (со26 -j- а)) -f-

, ^ е Ч Е ^ ъ  sin [(©! —  gco2) б — ga ] /Q4
1 g  • v ° / ;

Л П 2С01С02 ® i —  S ° h
В этой формуле g =  gĵ g,, =  +  1 определяет относительную поляризацию

’! 4  \волн; у- =  | —  +  - -  .
JI to2 J

Вероятность излучения фотона электроном

Рассмотрим переход электрона в поле электромагнитной волны (2) иа
состояния ijx-» в состояние , сопровождаемый излучением фотона с k ,к k',К'
импульсом х =  x(sin бсоэф, sin Qsiti cp, cos 6). Согласно методу возмущений: 
вероятность перехода вычисляется по формуле

dw =  — -—  ’AJL j i2Q2 —  il3Q3 12 6 (A, —  X' ■—  x-[-x cos 6), (4)
2nh x

где l2 и /3 задают поляризацию испущенного фотона: 12 —  +  /3 =  ' 1
V 2

круговая поляризация, правая или левая соответственно; /2 =  1, /3 =  0 или 
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l2 =  О, /3 —  1 — • линейная поляризация, а и л —  компонент соответственно 
(см. [6]). Величины Q2 и Q3, равные_. _ _

Q2 == ах sin ф —  а2 cos ф, Q 3 cos ф +  а2 sin ф)сов 0 —  а3 sin 0. (5)
**■>

связаны с матричными элементами а матриц Дирака, выражающимися через 
интеграл

Jdxdydb ехр {i [5' (б) —  S (б) +  схб cos 0 —  щг — к'г +  kr\), (6)

где х ± —х —  п (кп).
•—> <—>

Интегрируя (6) по л: и у, получим к '  =  к  —  к±. В дальнейшем будем

предполагать, что в начальном состоянии к  =  0. Чтобы вычислить интег
рал по б, разложим экспоненту в (6) в тройной ряд по функциям Бесселя

ехр { i [— хг cos (с̂б —  £ хф) —  х2 cos (со2б — ^2ф +  а)  +
+  х3 sin ((©,. —  g(o2) б —  ga]} =,

+ 00

=  ^  (— i)n'+n* (— 1 )n* exP {— 1 К  (а 1ё — #1<р) +  пг (®2S — £гф +  а) +
—00

+  п3 ((а»! —  ̂<й2) б £ос) j ̂ Jni (%) Jn2 (х%) Jn3 (х3). (7)

После интегрирования по переменной б с учетом б-функции в равенстве (4) 
получим следующие значения энергии испущенного фотона:

(1  —  Рз) ( т о )с% —
Г 1V.

1 — Рз cos 0 -(- (пса) (1 — cos 0)
_fe2C2 ( l + Y 2)_

(8)

:где (ш) =  п1(л1 +  л2со2 +  п3 (сэх —  g<o2).

Фактически частота к зависит 
лишь от двух целых чисел п и п\ 
причем (па) =П(з)1 + п'ы2. Однако 
для удобства вычислений мы сохра
няем в дальнейшем числа щ, п2 и Пз, 
являющиеся индексами функций 
Бесселя.

Формулы будут выглядеть про
ще, если перейти в систему, движу
щуюся вместе с электроном вдоль 
оси z, при этом угол 0 преобра
зуется к новому углу 0' по формуле 
COS 0' (COS 0— Рз) /  ( 1 — P3COS 0). 
Введем также параметр

( псо) ( 1 —  Рз)

С п е к т р а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  и з л у ч е -
н и я  1 . 1  —  Е =  6  Б эв ,  (Oi =  3 ,5 6  эв , о)2=  
=  1,78 эв , 2 —  Е — 6  Б эв ,  «1  =  0 ,5 9  кэв, 

со2 =  1,19 кэв

(9)

тс% тЛ  1 v 2
-зависящии от частот волны и со2 и энергии электрона Е — --- ' Y

K i — pi ’
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тогда

ex = (пса) (1 + Рз cos 0')
(1 +  Рз) [1  +  е ( 1 - с о з 0 ' ) ]  •

Для вероятности перехода получим следующее выражение:

dw = i k {l~h) S (.псо) sin Q'dQ'dcp'
[I +g(l — COS0')]3 l2F2- l 3Fs \\

( Ю)

(11)

F% =  - L ( l _ c o s 0 ' ) +  (ctg 0' +  ^

Здесь

| A :i _ | _ y 2 ' V ~  (m o )  s i n  0 '  /

^1 H (1 COS 6 Jnjn2 +  gzQiJnjn̂ ) Jn3,

Fs =  [«*• (1 +  -I- (1 - a » e ') ) ( c t g  6' +  +

, . £ ( 1 — COS 0 ' )  . — . 7 7 J J
1 Sm Ф _  ^ C 0 S J Jn^ n‘Jn‘ ~

' 2~ ̂  ® ) °з (SiQî n̂ n̂  ёъЯг̂ п̂ пз) Jn3.

s =  ex cos ф +  e2 sin ф, a —  v' av,

JnJnJn,

а аргументы функций Бесселя Jni(xi)> *̂ 2 (*2)» Jn3(x) с помощью (10) 
могут быть записаны в виде

х! =  sin 0';

Хо ---

®i
(псо)
С02

<72sin

(псо)

где

91,2 —

©1 —  g(02 

Yii2 еЕ

qxq2( 1 —  C O S 0' ) ,

Yl,2 =
1,2

1,2
Y2 =  yf +  У%.

Характерно, что дифференциальная вероятности (11) зависит какг. 
от поляризации волн g\ и g2, так и от ориентации спина электрона в 
начальном и конечном состояниях Z и После усреднения по началь
ным и суммирования по конечным значениям проекций спина и интегри- 
рирования по углу ф находим для вероятности испускания поляризован
ного фотона

<*«>, =  -̂ -(i. —  р.) у (ям)з|пе,<ге'
J Ьс [ l + g ( l —  c o s  в ' ) ] 3

nirt2fi3

(12),

+

S2 — (̂ 1 4 —  (1 COS б )J (gi<JiJntJn2 +  gzQyfnjn f̂ Jп3 +

+  (1 -  00s е т  [ 1 ■- <?* + (ctg 6' +  * % = & ) ' ]  J l A A
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S,  =  I ( 1 +  - f  (i -  C08 e - )Y  fctg 6- +  "з(И1 . *“ ■> ?  +
I. V 2 ✓ I  (rt(S) sin 0 J

^ )2 ) J" A Jnt +  -7-(1 — cos6')2(giqiJ'nJn* +  g ^ J n /n f  JL  
4 ( 1 + Y )  j 4

s t =  -j-(S 2 +  S3) +  /Nf;

N [1 +  I (1 — cos O') +  — cos O')2 +
(m o ) s in  0 '

X

X {BlQlJnjn2 “Ь BzQzJtijП2) Jnjnjn3

Вероятность, вычисленная для скалярной частицы, подчиняющейся 
уравнению Клейна— Гордона, отличается от выражения (12) для элек
трона членами, пропорциональными £2. Это было отмечено также в слу- 
чае монохроматического поля [5].

Анализ и обсуждение результатов

Рассмотрим некоторые наиболее важные предельные значения по
лученных общих выражений.

Пусть аргументы хи х2 и х3 функций Бесселя малы:

*!<1, *2<1> *8<1-

В этом случае для излучения первой гармоники («1 =  1, «2 =  0, «3 =  0) 
получим

dwy о е2со1 (1 
8 я Ь с  [1 - j -  %dQ'

+  1 +  i( l — cos 0')

q\q\sm% 0'

(izzfe)-----h r ------- 1------
g ( l —  C O S 0 ')]2 [ L 1 + S ( 1 —  COS 0 ' )

—  q\ sin2 0' JJ- (3 +  cos2 0') +

sin2 0' +

l*{\ — C O S 0 ') 2

1 + £ (1 — cos 0')

j- (1 + COS2 0') + 11 +  — \ - ^  CQS -)2 - 11. (13) 
$  J \  <4 )  1 + 6 ( 1 — cos©' ) I

Члены порядка qi описывают обычное комптоновское рассеяние и сов
падают с формулами из [7, 8].

С учетом членов более высокого порядка, пропорциональных q\q\, 
получаем слабую зависимость вероятности от интенсивности второй 
волны. Для рассеяния второй волны получаем точно такой же резуль
тат (13) с заменой индекса 1 на индекс 2.

Интересным нам кажется также тот факт, что электрон испускает 
фотоны суммарной и разностной частот

(tOjL ±  С02) (1 +  Рз COS в ' )СХ =
(1 +  Рв)(1 4-6(1 —  C O S - 0 ') )

• Вероятность этого процесса, усредненная по начальным значениям и 
просуммированная по конечным значениям поляризации фотонов, равна

dw\A _  е2 (сох ± со2) (1 — Рз)
dQ' 2nhc [1 -f g(l —  cose')]3

qLq 2 sin 1
4ft)1oj2

X
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X  [1 +  ^(1 — COS0')] [ К  ±  <02)2(cd2 +  со|) +  (© ! +  со2)4COS2 0' +  2ft)2co|] +

-f -2— (i — cos e')2
2 ’ (14)

1 -f- cos 0'
Процесс, описываемый этой формулой, по-видимому, будет досту

пен экспериментальному наблюдению в ближайшее время, при этом 
параллельность волн не является существенной для его наблюдения.

Излучение электрона в поле двух монохроматических волн иссле
довалось также в работе [9], причем авторы этой работы ограничились 
случаем, когда волны имеют слабую интенсивность, а электрон являет
ся нерелятивистским. Полученную ими формулу для интенсивности 
излучения можно было бы сравнить с нашей (14), если положить в по
следней | =  0, Рз = 0. При этом оказывается, что наш результат несколько 
отличается от [9].

В этой же работе был рассмотрен также случай, когда ©i>o)2. 
Тогда (Oi±to2«Q)i, т. е. частоты фотонов, испущенных в процессах (13) 
и (14), приближенно совпадают, а отношение соответствующих вероят
ностей равно

dw l [

dw l,o С Ю * = siaS в ' (1S)

Если в качестве второй волны взять излучение лазера с длиной волны 
12 =  6940 А и ̂ 2^10-3, а в качестве первой волны —  рентгеновское излу
чение с Xi =  l А, то (cdi/co2)2~ 5 • 107 и тогда отношение (15) могло бы 
стать больше единицы. При дальнейшем увеличении отношения coi/oo2 
оно могло бы принимать сколь угодно большие значения. Из этого авто
ры работы [9] делают вывод о возможности усиления рассеяния рентге
новского излучения путем дополнительного облучения электронов лазе
ром. На самом деле все формулы упомянутой статьи, так же как и фор
мула (15),, получены при малых значениях *2<1 и перестают быть 
справедливыми при *2^1- В этом случае вместо (15) с помощью точ
ных формул (11) и (12) находим

dwin, =  dwK0MnTJl2 (х2),

где dwK0MnT является первым членом, пропорциональным q\, в формуле 
(13) и описывает вероятность эффекта Комптона в отсутствие второй 
волны.

Как известно, функция Бесселя Jn2 является осциллирующей функцией 
и не может принимать значения больше единицы. При этом в вероятность

(1 -f- 63 COS 0Г)
излучения комптоновскои частоты сх1 = ---- — — ---- ----- дают вкладJ X /1 1 О \ / 1 > о /« /Ч/\\ “  “

(1 +  Рз) (1+ 5(1 —cos 0 )) 
не только члены с п2 =  0, + 1  как в (15), но также и все члены с |я2|С

<С — Ц так как %  +  п2со2^ (о1. Суммируя вероятности dw\nz по всем И»[« 
Ц>2

С coj/cog и учитывая, что функция Бесселя быстро убывает с ростом 
индекса п2, находим с помощью соотношения

оо
т2 / ‘\ _ г2

^  Jn2 (̂ 2) ~  ^  П̂г (̂ 2) 1
l«2l<®i/C02 'п2= —00

вероятность излучения
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dwx —  dw\nz =  dwK0Mn т.

Как видно, она вовсе не зависит от интенсивности второй волны.
Таким образом, вывод авторов работы [9] о том, что рассеяние 

жестких у-квантов сох может быть усилено лазерным излучением 
является неверным.

Спектральное распределение излучения

Как было показано в работе [8] и экспериментально подтверждено 
в работе [10], комптоновское рассеяние фотонов из интенсивного лазер
ного пучка на ультрарелятивистских электронах дает возможность по
лучения поляризованных монохроматических жестких -у-квантов.

Ниже будут рассмотрены особенности рассеяния двух волн разной 
частоты на ультрарелятивистских электронах.

Пусть релятивистские электроны движутся навстречу обоим вол
нам, тогда р3 = — Р<0, 1— 132<1.

Рассеянные фотоны будут преимущественно двигаться под углом 
8«л; к падающим, обладая максимальной энергией, равной

_  Е 2\
Хмакс_ Ch 1+2£’ ( )

где
2 (сох + со2)

б =  --------- .
т 2с4

Перейдем от углового распределения (14) к спектральному распреде
лению, используя связь угла рассеяния с частотой

ы  л 2х я
COS0 = 1 ------------- , X — ---- ,

1+26(1— х) 5<макс

следующую из (10). В результате получим

dW _  e2m2 f  2\ УД202 (1 —  х) (1 +  2£) ( 1
dx

у  q\m I _ L _  к  ± Юг)4 +
VI +  2У  [1 +  2£ (1 я-)]2 2 ® ^  1 1

+  К ± < о 2)2 (cof +  со|)] Г -

12

1+26 , 1 +  26(1-х)
| 1+ 25(1-^) 1+2£

I о ( 1  ( 262*2 \   ̂ (®х +  ©г)4 х  (I х )(1 ~(~ 2%) ) ( ] 7 \

V < 1  +  ЗД-<1 -*> ) - 4~ ^ 4  i i + s e o (17)

Это распределение имеет максимум при 1 — с шириной поряд

ка — . С увеличением | степень монохроматичности испущенных 
26

■у-квантов растет, а энергия, согласно (1 6), приближается к энергии 
электронов. На рис. 1 графически изображено спектральное распреде
ление (17) для некоторых типичных значений энергии электронов и фо
тонов. Увеличения | можно добиться, либо используя электроны боль
ших энергий, либо увеличивая частоту одной из волн.

Авторы благодарят участников семинара и проф. А. А. Соколова 
за полезную дискуссию.

6 ВМУ, № 6, физика, астрономия. 6 7 7



Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Н  и к  и ш  о в  А . И .,  Р  и т  у  с  В . И . Ж Э Т Ф , 46, 7 7 6 , 1964.
2. B r o w n  L.  S. ,  K i b b l e  Т. W . P h y s .  R e v .,  133, A 7 0 5 , 1964.
3. Г о л ь д м а н  И . И . Ж Э Т Ф ,  46, 14 12, 1964.
4 . V  о 1 к  о v  D . М ., Z .  P h y s . ,  9 4 , 2 5 0 , 1935.
5. T e r n o v  I.  М. ,  B a g r o v  V . G. ,  K h a p a e v  A . M . A n n . P h y s . ,  2 2, 2 5 , 1968.
6. С б . « С и н х р о т р о н н о е  и зл у ч е н и е »  п о д  р е д .  А . А . С о к о л о в а  и И . М . Т е р н о в а .  М .,  « Н а у -

к а » ,  1966.
7 . А х и е з е р  А.  И. ,  Б е р е с т е ц к и й  В . В . К в а н т о в а я  э л е к т р о д и н а м и к а .  М .,  « Н а у -

к а » ,  1969.
8 . А р у т ю н я н  Ф.  Р. ,  Т у м а н я н  В . А . Ж Э Т Ф ,  44, 2 1 0 0 , 1963.
9. P r a k a s h  Н. ,  V a c h a s p a t i .  N u o v o  C im .,  53 В, 2 4, 1968.

10. К у л и к о в  О.  Ф. ,  Т е л ь н о в .  Ж Э Т Ф ,  4 7 , 15 91, 1965.

П о с т у п и л а  в  р е д а к ц и ю  
2 3 . 3  197 0 г.

К а ф е д р а  
т е о р е т и ч е с к о й  ф и зи к ш


