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ГЕЛИИ

Рассмотрено влияние взаимодействия фононов в жидком гелии при Г=0 °К
в кубическом приближении на собственную энергию фонона. Показано, что перенор-
мированный спектр («одетых») фононов устойчив, что предполагалось Ландау и 
Халатниковым при расчете вязкости жидкого гелия.

Для расчета некоторых эффектов в жидком гелии (вязкость, за-
тухание акустических колебаний) оказывается существенным отклоне-
ние фононной части спектра от линейности. Впервые на этот факт,
следующий из требования устойчивости фоёона относительно распада,
подтвержденный потом экспериментально [1], указали Ландау и Ха-
латников [2, 3]. Они получили величину отклонения от линейного
закона интерполированием всей энергетической кривой (спектра)
полиномом по степеням импульса, проходящим через характерные

точки спектра возбуждений. Такой метод дал для фононной части

где р — импульс фонона, с^237 ж/сек — скорость звука, а у— 
<=^2,5-1037 г~2смг2сек2. Очевидно, распад фонона со спектром (1) невоз-
можен, так как при этом невозможно одновременно удовлетворить
законам сохранения энергии и импульса, т. е. спектр (1) устойчив.
Однако такой способ дает весьма грубую оценку величины отклонения
спектра от линейности.

В настоящей работе рассматривается влияние на фононную часть
спектра возбуждений фонон-фононного взаимодействия, которое обя-
зано наличию ангармонических членов в гамильтониане, описываю-
щем квантовую гидродинамику гелия [4, 5]. Показано, что спектр
«перенормированных» фононов устойчив (см. замечание Халатни-
кова в [4]).

Введение

спектра < ^ 1Л- 1 j выражение

&(р) = ср{1—ур2), (1)
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§ 1. Гамильтониан неидеального бозе-газа фононов

Будем исходить из гамильтониана (точнее, его плотности) кван-
товой гидродинамики гелия [4, 5], который, учитывая потенциальность,
движения жидкости и малость отклонения от равновесного состояния,
разложим по степеням р—р0 (ро — равновесная плотность) и предста-
вим в виде

2

+ t f й с - р а f I G - p f } + ft f )Р ff- Po)j + . . . ,

(2>
- *

где c = c(p)—скорость звука при плотности р(с0 = с (р 0 ) ) , ф ( г ) — о п е ~
ратор потенциала скорости, р(г)—оператор плотности, которые под-
чинены коммутационным соотношениям

[ р й ф ( 0 ] = у - Ь { г - Ъ ,
(3>

[ р й р ( ? ) ] = [ ф й ф (?')] = р.

Далее в выражении для гамильтониана Н = уШ (г) dr перейдем к пред-
у

ставлению вторичного квантования:

1 / СпЬ \ 2 , 
TW Vv 2pek J -k 

k
(4)

k

операторы рождения — уничтожения фононов подчинены известным ком-
мутационным соотношениям (см. (3)): [а^аХ\ = A (k—k'), \a-ga-g,] =

= \atat] = 0.1 k k'J

Тогда Hq = ] H0 (r) dr описывает идеальную бозе-систему фононов с 
V

-* -* 

линейным спектром возбуждений е0 (k)—tic0 \ k |—hco0 (&) —волновой вектор
фонона):

—>k
Основное состояние | > определим как вакуум фононов а^ | > = 0.
Оставшиеся члены разложения (2) описывают взаимодействие фононов.

Основной вклад во взаимодействие дает член Ht = J ffl,\ (г) dr, соот-
у

ветствующий кубическому энгармонизму, так как следующий член
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Я 2 = j (г) dr, соответствующий взаимодействию с четырьмя фононами
V

в вершинах, составляет ( Ьк тах—^ 2 от вклада Я/(6тах ~ 1 А~г см. ниже).
VcoPo'1^3 у

Параметром разложения (2) можно считать А, = ( т^ То й ») 2 ' т о г д а

Нь~%\ и т. д.

Из (2) и (4) следует:

Я/ = > {Г, (&, о) (ой — + 
и ? J k q k-q' 

kq

+ Г2(£, 7) ( a j ^ a ^ a t — а^а^а

ft Q к CJ ft-~(J 

2 C2
где (если учесть, что — [2, 4])1 1 1 

(5)

Бозе-система фононов, описываемая гамильтонианом

Я - Я о + Я/, (6)

слабонеидеальна, так как взаимодействие Я/ достаточно мало:
Я Х ~ Я Я 0 , т. е. для определения спектра системы (6) можно приме-
нять методы теории возмущений для Т = 0°К (см., например, [6]).

§ 2. Спектр взаимодействующих («одетых») фононов

Спектр неидеальной бозе-системы фононов (6) определяется по-
люсами полных функций Грина [6]

t V Тц I 1 U7* \1) О 
G~(k, t — f )

i WolS Wo) ( 7 )

, < 4?0 J (0 S (/') | T0 >
G+ (k, t — t')=- k- k- ,

i <Т 0 |§ |¥ „ >

в энергетическом представлении — G+(k, со), которые определяются
Фурье-преобразованием

G+ $, t — t')= — Г e-W-t'Ki* (k, со) dco. (8)
2я J
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Операторы рождения—уничтожения взяты в представлении взаи-
модействия

Л 5Г ir _L г- Hot
a^(t) = eh a^e h , at(t)^eb ate h ,k и ' k w k 

a S-матрица определяется выражением
+00

S = T exp - L J Я|я, (О Л ) = 1 + 2 ^Г J & • • • ^ • • • d t«'

—00 n^1

-г- Htt ^ — H0tгде Hint(t) — en Hie и T — оператор Дайсона хронологического
упорядочения. Разложение 5-матрицы по теореме Вика приводит к урав-
нению Дайсона для полных функций Грина [6.7]:

G+ (k, t — t') = G0+ {k,t~t')+ f dtx dtfif (k,t —tj) M (k, G+(k, t2—t'),

(9)
_ —>

где (k, t — /') — функции Грина «голых» фононов:

G0~ (1, t-t') = — {^o I Tat (t)a+t (П | ^o),i

 (k, t~t') = — <4f01 Tit {t) а?(П |l &

a M(k,tx —12) — полный массовый оператор [7].
—>

Для Фурье-образа G~(k, со) (см. (8)) уравнение (9) имеет простое ре-
шение

G~(k,cо) = ^ 1- ^ , (10)
(G~(k, ffl))-1 — M{k, со)

Go" (k, («>) = L , (11)
со — ю0 (k) + гб

т. е. массовый оператор определяет изменения спектра фононов в ре-
зультате взаимодействия.

При вычислении M(k, со) по теории возмущений ограничимся сум-
мой всех собственно энергетических частей во втором порядке ~S2'-

I 1
которые получаются из S2 с помощью спариваний а^ (t) аХ (t') =i G0 (k, t—t')

i 1
и at (t) a ( f ) = iGt (k , t—t') (см. рисунок). Вклады в массовый оператор, ко-k k 
торые вычисляются с помощью соответствующей диаграммной техники
(см. [Ю]), дают диагональные члены. Диаграммы (а) и (б) дают вклад

щ (I оо) = ± У i r ^ ^ + S l r . j U l * _ ( 1 2 )
П ~ ® — ®о (q) — a>0(k — q) 
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диаграммы (в), (г) дают вклад

т. (?, с о ) = — - у 
^ со + со0 (<7) + со0 (А —д)

(13)

Диаграммы (а), (в) дают по два вклада, а диаграммы (б) и (г)
соответствуют шести одинаковым вкладам каждая. Из (10) и (11) полу-
чим уравнение для полюсов полной функции Грина во втором порядке:

со (k) = (о0 (k) + тх (k, со (k)) + m2 (k, со (k)). (14)

Переходя по обычным правилам в выражениях (12), (13) к интег-
рированию, нетрудно убедиться, что интегралы расходятся при боль-
ших импульсах hq виртуального фонона, поэтому необходимо ввести

LGo(~k-lj) _ 

— * < r t z
LG'0(q )

tGoig" k)\ \LGo(-q) 

LGo(q- V 

6

iGo(*-<?)\ \LGo(q) 

обрезание на некотором максимальном волновом векторе kmSLX. Огра-
ничение на импульсы фононов возникает вполне естественно, если
учесть гидродинамическую природу фононов [8], тогда ^таз5^ > где

3,6 А среднее расстояние между атомами жидкого гелия [9].
Выражения (12), (13) тогда принимают вид

+ 1 йта х

3 2 ( 2 n f р 0

X

X
• 1 о 

kq3Vk2 + q*—2kql 
: (о — c0q — cQ V'k2Jr Ф — 2kq% '

(15)

где A, = cos (kq). 
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Из свойства вершин T\,2(k, q) обращаться в нуль при нулевом
внешнем импульсе сразу следует, что массовый оператор M(k, со),
вычисленный в любом порядке теории возмущений, также обращается
в нуль при k = 0, т. е. щель в спектре фононов при учете взаимодейст-
вия не возникает во всех приближениях. Поэтому решение уравне-
ния (14) (где trii(k, ю) +т 2 ( & , со)—массовый оператор во втором
порядке теории возмущений) определяется с помощью (15):

со (k) = со0 (&) (1 + (k)). (16)

Предполагая, что отклонение от спектра «голых» фононов мало, и 
учитывая, что подынтегральное выражение суммы m\(k, со)+т2(&, со)

(см. (15)) имеет острый максимум при малых углах Q — kq, можно вы-
числить массовый оператор mi + m2 в приближениях k ~ k m a x и
k<kmax. Решая уравнение (14) при k~km!ix, получим

(k) ~ - 63 J ^ - 5 - _ X ( ( 1 7 )
Y w 640 (2я)2 р0с0 Со \ 143 (2я)2 р0 ) ' К ' 

—>

т. е. со (k) = crenk — Ak3 (см. (1)), где перенормированная скорость фоно-

нов сгрп = са — —— f t f e m a x и А = ( — — — ^ 2 . Соответствующеег е п 0 640 (2я)2 р0 V 143 (2л)2 Ро J :
-> 53 ^^max

решение при k < &тах имеет вид -ф (/г) ~ г , т. е. согласует -
640 я)2 р0с0

ся с (17).

§ 3. Заключительные замечания

Таким образом, в выражении для энергии «одетого» фонона
s(k) =h(a(k) кроме перенормировки скорости сгеп<с0 появляется ди-

d28 (k)сперсия (отклонение от линейного закона), причем — — — < 0 , т. е.

неидеальный бозе-газ фононов в жидком гелии имеет устойчивый
спектр: однофононное состояние стабильно.

Этот факт подтверждается экспериментами [1], в которых наблю-
даются именно перенормированные фононы (с = сгеп) и является су-
щественным для устранения расходимостей из матричных элементов
рассеяния фононов на фононах при вычислении, например, вязкости
гелия (см. [2, 3, 4]).

Коэффициенты с0 и А определяются величиной параметра обре-
зания kmax, единственным критерием для выбора которого является
эксперимент. Так, при выборе &тах— 0,8 а - 1 спектр (16) находится в 
хорошем согласии с экспериментальной кривой в фононной ее ча-
сти [1]:

с0 — cren ~ 6,5 • 102 см/сек (cren ~ 2,37 • 104 см/сек, 
р 0 ~ 0 , 1 5 г-смг3) и 1,8-10"13 см3 сек"1.

Принципиально параметр &т а х может быть определен из эксперимен-
/ dp \ 2~ тов по независимому измерению с0 = из упругих свойств
\ dp J Ро
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ь гелия [9] (Р— давление) и сгеп — из нейтронографических данных [1].
Однако надежные данные о с0 при нормальном давлении и темпера-
турах, близких к абсолютному нулю, отсутствуют.

Самостоятельный интерес представляет зависимость спектра
реальных фононов в гелии от температуры, которая отмечается в экс-
периментальных данных [11].

В заключение автор выражает признательность доц. И. А. Квас-
никову за интерес к работе и полезные обсуждения, а также проф.
Я. П. Терлецкому, под чьим общим руководством была выполнена
настоящая работа.
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