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РАССЕЯННЫХ ВОЛН ПРИ ОТРАЖЕНИИ ОТ СЛОЯ 

СО СЛУЧАЙНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ 

Рассмотрена задача о нахождении функции распределения и статистических 
характеристик производной фазы поля при отражении плоских однородных волн от 
слоя со случайными неоднородностями диэлектрической проницаемости. 

Измерения углов прихода радиоволн дифференциально-фазовыми 
системами основаны на использовании градиента фазы вдоль направ-
ления распространения или, точнее, разности фаз поля в двух (или не-
скольких) точках пространства. В связи с этим представляет интерес 
рассмотреть задачу о нахождении функции распределения и статисти-
ческих характеристик производной фазы поля при отражении от неод-
нородного плазменного слоя (типа ионосферы). 

После отражения от неоднородного ионосферного слоя волна рас-
пространяется в свободном полупространстве. Отраженное поле на 
любом расстоянии от_слоя можно представить в виде суммы среднего 
(регулярного) поля £ и случайного (рассеянного) поля причем если 
на ,слой падала плоская однородная гармоническая волна e—iksin*°x—lkcosQ<>z  

(х, z — плоскость падения, нормаль к слою направлена по оси г), ска-
лярное поле Е можно записать так: 

Е = Е -j- ^ = ^e—ik5inQ0x+ikcoseez 

I ™ -i^x-i^y+i j A ^ S - O 
+ 1 2 с ( х ь x ^ rfxxrfxa, ( 1 ) 

— 00 

где R— комплексный коэффициент отражения среднего поля, с(щ,%2) — 
Фурье-компонент рассеянного поля g. Представим полное поле Е в виде 

E = ER + iEt=Ae™, (2) 

где ER=ReE, Ei=ImE, А — амплитуда полного поля, Y — фаза полного 
поля, и если положить Ч^фо—ф, где фо — фаза среднего поля, то 

ER = A COS (ф0 — ф) = A cos фсоэ ф0 + A s in ф sin ф0 , 

Et = А 81п(ф0 — ф) = A cos ф sin ф0 — Л sin фсозф 0 . 
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Обозначая A zosy = B, Asin(p = C, получим следующее представление 
для действительной и мнимой части рассеянного поля: 

lR = (В — р0) cos ф0 + С sin ф0, 
(о) 

Ь = ( В — Ро) s i n Фо — С c o s Фо» 

здесь р0 = |#|. 

Для определения функции распределения производной фазы ц>х 
(фг/> фг) надо знать совместное четырехмерное распределение амплиту-
ды и фазы поля и их производных по х (у, z). Исходным для решения 
этой задачи является совместное распределение Вг = В—р0, С и их про-
изводных по х (у, г) В 1х, Сх [1]. Для этого надо знать совместное рас-
пределение действительной и мнимой части рассеянного поля gR, ^ и 
их производных по х (у, z) lRx, lix. В общем случае на любом расстоя-
нии от слоя решение этой задачи затруднительно, поэтому найдем 
функцию распределения фх в зоне дифракции Фраунгофера, считая на 
основании работ [2, 3, 4], что рассеянное поле в зоне Фраунгофера имеет 
нормальный закон распределения. Тогда В\, С, В1х, Сх также распре-
делены по нормальному закону, причем из (3) следует 

Вх = lR cos ф0 + li sin ф0, С = sin ф0 — % cos ф0; 

&U = & ~ Ш c o s Фо + (i/x + k s i n 6 о Ы s i n Фо. (4) 
Cx-= {lRK — kSin 0oi,) sin ф0 — (liK + k sin 0og*) cos<p0. 

Учитывая, что в зоне диффракции Фраунгофера внутренняя корреляция 
поля отсутствует, т. е. 

1г — — Zr&Rx — ~ О, &R 
найдем совместное четырехмерное нормальное распределение W (Вх, С, ВХх, 
Сх). Для этого рассмотрим четыре величины, определенные следующим 
образом [5]: 

* = Вх, = С; х3 = Ви + RUC; Xi = C x - ^ ~ ДиВх, (5) 
Ох Ох 

где введены обозначения 

jfi=X2 = & = if = 0?; х\ = Х4 = Оз и (1 — Ям); 

= & = & = Ъ 4 = (6) 

оо оо 

|| ( Х 1 — ^ Sin 0О) Т7 ( х х , х 2 ) dxx dx2 || (кх — k sin 0O)2 F (%, иа) dxx dx2 
p* —oo . p2 —oo 

j j F (щ, x2) dxx dx2 || F {%x, x2) dxx dx% 

OO •—JO 

здесь F(ki, щ)—средний угловой энергетический спектр рассеянного 
поля I, а Р , и Р * характеризуют соответственно среднеквадратичную 
ширину полосы энергетического спектра и асимметрию спектра в пло-
скости падения х, z. Можно показать, что средние значения произве-
дений 

XXX% = ХХХ$ - — ХХХД = Х2Х$ : = Х^ХД = = = О, 
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поэтому совместная плотность вероятности 

W (*!, *2, = W(Xl) W (х2) W (х3) W(xj, 

где W(x 1), ..., W(Xi) — соответственно плотности вероятности для вели-
чин Х\, ..., х4. И поскольку функциональный определитель преобразова-
ния (5) равен единице, то для искомой функции распределения имеем 

1 f S i + C2 

2af 

Id I "Blx "Б Л* \ I In D D 

Производя в (7) замену переменных 

B x = B t — p 0 = i4cos(p, C = Asiti9, 

Ви = Ax cos ф — Aq>x sin ф, Cx = Ax sin ф -f- Ayx cos ф, 

(7) 

(8) 

получим исходное четырехмерное распределение W(Дф.А^ф^). Так как 
якобиан преобразования (8) равен Л2, то 

х е х р T^W HK{Аг ~2Аро 0 0 8 ф + + ( А * + Л 2 ф * } + 

+ (—А2(рх+ Ахо0 эШф + Лроф;ссозф)]}. (9) 
а1°В1х > 

Для получения функции распределения производной фазы фх необ-
ходимо (9) проинтегрировать по Ах, А, ф. Опуская довольно громозд-
кие выкладки, связанные с этой процедурой, напишем окончательный 
результат — выражение для функции распределения производной по х 
от фазы поля в зоне дифракции Фраунгофера 

, 4 т 

+ £ л ( т • * - * ) ] • (10> 

здесь 

Р 2о? ' Я 1 U c B U Ф" 

1 ( 1 2&4Ф* , ф2Х \ Ф о а Д?4 

2 ( 1 - ^ 4 ) V a? о^тх o 2 B l x J ' h 4т 1-R2, ' 

iFi — вырожденная гипергеометрическая функция. 

Из (10) видно, что .при Р*= 0, т. е. если средний угловой энергети-
ческий спектр симметричен относительно &sin0o, распределение Щф*) — 
функция четная и кривая, ей соответствующая, симметрична относи-
тельно &sin0o. Если J 0 * отлична от нуля, распределение Щфх) аоим-
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метрично. Вычислим для этого случая среднее значение производной 
фазы Ф*, т. е. интеграл 

W 

ф* = J (11) 

Подставляя в (11) выражение для №(фж) и меняя порядок интегриро-
вания, получим 

Фл: (12) 

Аналогичные выражения можно получить для функций распределе-
ния_производных по у, z от фазы поля, а также их средние значения 
ФУ, ф2 (в данном случае ф у = 0 ) . 

Из (12) видно, что при Р 2 =0, фХ = Р* и распределение Щф*) — 
центральное. В этом случае среднее значение производной фазы по х 
совпадает со средним смещением углового энергетического спектра 
рассеянного поля F{%ь к2) относительно ftsin0o. При р2-^оо ф ^ О и 
среднее направление поля совпадает, с направлением невозмущенного 
поля. Однако в реальных условиях даже в случае больших р2 ф̂  может 
заметно отличаться от нуля, поскольку при практических измерениях 
приходится иметь дело с ограниченным объемом выборки случайной 
величины. Влияние последнего обстоятельства определяется асимптоти-
ческим поведением Щф*) . В соответствии с (10) при |.<р*|->-
—»оо W(ф ) — 1 . Но тогда переход от бесконечного интервала 

I Фх Is 

усреднения (от генеральной совокупности) к конечному интервалу 
(к конечной выборке) при наличии асимметрии распределения может 
существенно изменить фх: 

А 

Ф* = J* Ф^(Фх)^Фл-, (13) 

где А—интервал усреднения. Используя (10) и (13), для частного случая 
j32 > 1 можно получить 

2 о* д з о 
Р2 

Д2 
Pi 

1 + 
ДА  

Pi 

f 
при условии А < —г^-. Далее, воспользовавшись (10), можно показать, 

* г 
Р что с вероятностью 0,95 для больших р А % 2 —— и тогда 
Р 

0 ,32 Р * 

3* 

(14) 

155 



В этом случае среднее значение производной фазы совпадает по 
порядку величины р со средним смещением углового энергетического 
спектра полного поля [6] относительно k sin 0О, а именно с величиной 

оо 

J J (y-i — k sin ©о) F Е (Х1 > dY.! dx2 

F k = — " : (15) 
j ' j F e (xi, x2) dxx d'/.2 

00 

где FE — средний угловой энергетический спектр полного поля Е. Поскольку 
ЕЕ ( Х Ь Х 2 ) = ^ 8 (хх — k sin 0О) 6 (иа) + F, то 

* D* 
Р*Е = ( 1 6 ) 

Ь 1 + Р 2 

и п р и р = 0 РЪ = Р\ п р и Р 2 » 1 P i — р2 

В качестве примера приведем выражение для ср*, в о сп о л ьз о в авш и с ь 
результатами работы [8], в которой было вычислено Р* для случая, 
когда на неоднородный слой ионосферы, диэлектрическая проницае-
мость которого имеет вид 

в = в(г)'+\1(х,у,г), 

где е(г) = 1 , a \i(x,y,z)— однородное случайное гауссово поле, 
ч 

под углом О0 падает плоская однородная гармоническая волна вида 
g-iksinQox—ikcosQoz _ Задача решалась методом малых возмущений, т. е. полу-
ченное решение справедливо, когда р 2 >1. В этом случае для крупно-
масштабных неоднородностей (£/» 1, / — радиус корреляции случайных 
неоднородностей) и для достаточно больших углов падения 

р* ^ 1 
№ 

и согласно (14) 
kP sin е0 

^ 0, 32 1 / * <7\ 
ф ~ ( 1 7 ) 

Как указывалось, практические измерения углов прихода диффе-
ренциально-фазовыми системами основаны на использовании разности 
фаз поля в двух (или нескольких) точках пространства. При этом обыч-
но считают, что разность фаз поля в двух точках пространства связана 
с углом прихода радиоволны следующим образом [7]: 

= kd sin 0О, 

где d — расстояние между антеннами, 0О — угол прихода радиоволны. 
Поэтому вычисленная выше ф* будет играть роль систематической 
ошибки, обусловленной распространением волн в случайно-неоднород-
ной ионосфере. Вычислим величину этой ошибки в углах, иными сло-
вами, вычислим угол между направлением прихода волны (невозму-
щенной) и направлением прихода, соответствующим среднему градиен-
ту фазы полного поля. Для этого представим среднее значение произ-
водной фазы поля по х в виде 

% = — k sin 60.— ф̂  = — A sin (0О + (18) 
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где у — искомый угол. Если Y ^ I , то из (18) можно получить 

у ~ Ф* 
k cos 80 * 

Таким образом, при наклонном зондировании ионосферы может 
иметь место систематическая ошибка в определении углов прихода 
радиоволн, обусловленная несимметрией спектра отраженных рассеян-
ных волн в плоскости падения. При нормальном падении волны на слой 
спектр F(% 1, хг) симметричен относительно xi = 0, хг = 0 и фх = 0. 
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