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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ТРАЕКТОРИЙ КОРНЕЙ
К ИССЛЕДОВАНИЮ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ

С СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ И РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ
ПАРАМЕТРАМИ

Исследуются общие свойства трам п о;
(1) систем с распределенными и сосредог
фазовое уравнение и формула параметра.

рии корней характеристического уравнения
оченными параметрами. Получено основное

Рассмотрим пример.

Исследование динамики систем:
ными параметрами распределенный элемент конечной длины, часто при-
водит к исследованию корней характеристического уравнения вида

Ф« (Р) У (Р) I + Ко Х?т (Р) Sh](P)! = О, 

где Фп{р) и ^ т ( р ) — полиномы р 
постоянная распространения, I — 
Ко — некоторый действительный
широких пределах. Параметр Ко мо

Постоянная распространения у\\ 
с учетом всех погонных параметров

v m + я шУ (Р) 

У (р) I = х 

содержащих наряду с сосредоточен-

(1>

|степени пят соответственно, у(р) — 
длина распределенного элемента,

араметр, допускающий изменение в 
жет иметь разный физический смысл

в зависимости от вида рассматриваемой системы.
> (р) для длинных электрических линий
L, С, R, G определяется так

G)
Дл я электрических линий без утечки, а также в случае гидравличе-

ских и пневматических линий [1, 2, 3 | с учетом 'потерь запишем

Vp{p + а) ,
запаздывания,
сопротивление

а
лини

т — постоянная
ме (омическое
реннее трение).

Часто рассматривают длинные
Тогда у(р)/==рт , где х — время
линии.

Определение корней уравнения
трудоемкую задачу. Применение
(1) позволяет геометрически оцени

линии без учета потерь и дисперсии,
спространения сигнала по длиннойр а

мет

пропорциональна потерям в систе-
и, кинематическая вязкость, внут-

(1) представляет собой чрезвычайно
ода траекторий корней к уравнению
вать области расположения корней
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характеристического уравнения (1) на плоскости комплексных частот-
р, проследить изменение корней с изменением действительного пара-
метра Ко, выделить доминирующие корни, т. е. корни, определяющие в.
основном динамику исследуемой системы.

Воспользовавшись теоремой Вейерштрасса [4], заменим в уравне-
нии (1) гиперболические функции их разложения в бесконечные «произ-
ведения. Тогда это уравнение можно записать в виде

П 00

v=l k=\ (

m оо

Ц =1 k=\

а0 — коэффициенты при старших степенях р полиномов.
а0

Vm(p) и ф п (р) ) , pv, 2ц —нули полиномов Ф п ( р ) и Y т ( р ) .
Исследуем, как изменяются корни уравнения (4) при непрерывном

изменении К.
При К — 0 корни уравнения (4) равны

P = Pv (v= 1, 2, . . . , п), 

и решением xR системы квадратных уравнений будет

T2 (p) /2 + f ( 2 f e ~ 1 ) 2 " 2 = 0 , £ = 1 , 2 , . . .
4

Дл я определенности пусть у(р) имеет вид (3). Тогда

а , . - f (2k — I)2 я2 а2_
2 1 V 4т2 4 

а . , / 

— t - > v -

(5>

ч - л / < 2 * — ^« о ' I / 4Т2 4 

При /С->оо корни уравнения (4) определяются как

Р = 2ц 1, 2, . . . , т )

и решением yk системы квадратных уравнений будет

y 2 (p) l 2 + k2n2 = О, k = l , 2, . . .
т. е.

Ук
а . . Г к2 я2 а 2

= Г 7 "^г2 Г ' 

а . , / " k2 я 2

» — т - ' К

Точки pv, я*, Xk—называются начальными точками траекторий корней,
точки 2ц, г/й, yk — предельными.

При непрерывном изменении К от нуля до ± ° ° корни уравнения
(1) описывают на плоскости комплексных частот непрерывные траекто-
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рии, начинающиеся в начальных
ных точках или уходящие в беек

Пусть р—р — корень у pas
(4) превращается в тождество

точках и заканчивающиеся в предель-
энечность.
нения (1). Тогда при р — р уравнение

К = • 
П \P—pv\ П 1 р 

V = 1
— XK\ \Р— XK\

П |p — z | П \p-\-yk \ IP — Ун I
n= l k=\ 

+ + 
k=i

<Pv, Ей» Ife — углы, образованн
*

из начальных точек pv, xk, Xk со
лением действительной оси;*

4ki % — углы, образован-V * 

р из предельных точек z^, yk, уи
ствительной оси.

Поскольку К — действитель^
п т оо 

v = l Ц = 1 k=\

(7 )

(Г!, WW

Ц=1 fc=l

ые векторами, проведенными в точку р 
ответственно, с положительным направ-

TO'
(4)

Причем положительным К соотв^
тельным К — четные N. 

Следовательно, только те
корнями исходного уравнения
фазовое уравнение (8).

Таким образом, применение^
ние корней трансцендентного ур
строению траекторий корней, им
начальных и предельных точек.

Основные свойства траектор^
уравнений конечного порядка (и
предельных точек) хорошо извес
рые остаются справедливыми и 
имеет бесконечное число начальй

д л

ствами являются: симметричное
независимость траекторий от пол
рации траекторий при изменении
чальных точек и принадлежность
чем разбиение действительной ос
рий (число их конечно) опредёл^
ными и предельными точками,
которых расположено нечетное
начальных и предельных точек, п 
траекторий.

Рассмотрим положение начаЖ
трансцендентного уравнения (4)
ствами, входящих в систему cocj
связаны с характеристиками рг

е х Р / | J j <Pv + 
V = 1

:ные векторами, проведенными в точку
с положительным направлением дей-

;ый параметр, то из (7) следует:
оо

£ (Л* + т£ ) = Л я , N=0, ± 1 , . . .
k=l

тствуют нечетные значения N, отрица-

1чки комплексной плоскости являются
, для которых справедливо основное

метода траектории корней исследова-
авнения вида (1) можно свести к по-

еющих 'бесконечное (но счетное) число

и корней и правила их построения для
меющих конечное число начальных и 

:|гны [5, 6]. Перечислим те из них, кото-
я случая, когда исследуемое уравнение
ых и предельных точек. Такими свой-

гь относительно действительной оси;
ожения мнимой оси; подобие конфигу-

•масштаба, возможность переноса на-
действитзльной оси траекториям, при-

л на четные и нечетные ветви траекто-
ется только действительными началь-

ртрезки действительной оси, справа от
четное) общее число действительных

ринадлежат нечетным (четным) ветвям

ьных и предельных точек исследуемого
Точки pv и Zfx определяются свой-

едоточенных элементов. Точки xh и уп. 
определенного элемента. Рассмотрим
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«случай "шгСя. Тогда xk, Xk и yk, yk комплексно-сопряженные и лежат
на одной вертикальной прямой 6 = слева от мнимой оси. Началь-
ные и предельные точки чередуются (Imxi<Imyi<Imx2<...).

Если в рассматриваемой
линии и можно пренебречь
потерями ( а = 0 ) , то точки
Xk и уь .располагаются экви-
дистантно на мнимой оси

(2ft — 1) я 
4 = 1 2т

kn
1, 2, . . .

Д л я линий с отрицательным
сопротивлением ( а < 0 ) (ти-
па распределенного туннель-
ного диода, например) Хь и 
•Уъ. будут находиться справа
от мнимой оси [7].

В качестве примера рас-
смотрим уравнение, описы-
вающее гидравлические или
«пневматические системы вы-
сокого давления с длинны-
ми линиями между управ-
ляющим -клапаном и приво-
дом [2]:

(р2 + 2£0со0р + .«>o)ch у (р) I + 

(9)

JW

ю

V(p)l

где К>0 (отношение объе-
ма трубопровода к объему
дилиндра привода).

В соответствии с (5)
и (6) на рис. показано по-
шожение начальных и пре-
дельных точек для уравне-
ния (9). Крестиком, как
обычно, показаны началь-
ные, кружком — предельные точки. Фазовое уравнение (8) позволяет
просто определить направление выхода траекторий из точек xh при
увеличении К от цуля. Запишем уравнение (8) для точки хь В этом
случае:

= — у . (£ = 2 , 3 , . . . ) ; & = - у , Л/о = — 

<(см. рис.).
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Тогда из уравнения (8) для угла выхода ^ из точки х1 имеем:

(ф1 + ф 2 - 2 # (10>

Углы фЬ ф2, г);, как видно из
и соответственно найти угол вых

Аналогично получаются углы
Xk и углы входа траекторий в пре^

Очевидно, что углы выхода
точек определяются по формуле

k-*00

где п и т — порядок полиномой
п = т угол и, следовате

k->co 2
ствительная часть достаточно уда
часть возрастает.

Простейшие измерения для
позволяют непосредственно оц&
х а
о = — лежат соответствуют

определения углов выхода и входа (10)
нить, справа или слева- от линии-
ие ветви траекторий корней или имеет

место пересечение этой линии
Направление выхода траект

оценить простыми измерениями,
шими точками Xk, Ук, поскольку
ных и предельных точек незначитё
но-сопряженные и чередуются. Пс
(8), можно построить траектории

предельных точек, но и в любой
р, ограничиваясь конечным число
от того, в какой области компле
производится оценка учитываемы
нения (8).

На рис. (б) показаны траект|о
ющих значениях параметров: £0о><|
Такая система устойчива при все
сти, определяемая корнем, выход
тельная часть корней, выходящих
постоянна, а мнимая часть этих кс

Отметим, что при исследован
ния (1) с помощью фазового ураоз
уравнения (1), соответствующие
чение К, соответствующее опреде,
из (1), которое превращается в фс р 

1
К

Re

Таким образом, применение
быстро и просто исследовать p a t
р корней трансцендентного уравк
ствительных корней и оценить вл
жение корней.

рис., можно непосредственно измерить,
ода траектории из начальной точки хх.
выхода из остальных начальных точек
ельные точки уи.
для достаточно удаленных начальных.

— (п — т) —, 

Ф п ( р ) и Чгт(/7). Для систем класса»
льно, при увеличении К от нуля дей-
ленных корней не изменяется, а мнимая-

эрии из точек pi, р2 также несложно»
ограничиваясь несколькими ближай-

^клад от достаточно удаленных началь-
лен вследствие того, что они комплекс-

льзуясь основным фазовым уравнением
корней не только вблизи начальных и 
области плоскости комплексных частот

м членов уравнения (8). В зависимости!
ксной плоскости строится траектория,
х и неучитываемых членов урав-

рии корней уравнения (9) при следу-
= 0,6; со2

0 =1,8; у (р) I = 0,8 Vp(p+ 2>.
jx /С>0. С ростом К степень устойчиво-
ящим из точки р 1, убывает. Действи-
из точек Хн с ростом К от нуля, почти

рней возрастает.
ии решений трансцендентного уравне-
нения (8) строятся траектории корней

всем значениям К от нуля до оо. Зна-
леннбй точке траекторий р, находим
мулу

Wm(p) th y(p)l
Фп (Р) Y (Р) I 

метода траектории корней позволяет
положение на комплексной плоскости
ения вида (1), определить число дей-

^яние изменения параметра К на поло-
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