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СКОРОСТЬ ФЛАТТЕРА 

Исследуется влияние собственного момента инерции балансирующего груза, 
расположенного на конце крыла, на вел11чИ11у кри11ической скорости флаттера. 
Показано, что зависимост.ь критической скарости от собственного радиуса инерции 
груза r при постоянной мае.се не является 11.юнотонной с увеличением r, критическая 
скорость вначале растет, а затем начинает падать. Максимальное значение крити
ческой скорости монотонно увеличивается с ростом r . Рассмо'!'рен также случай, 
когда , балансирующий груз расположен на расстоянии 0,7 l от корня крыла. 

В 1р а~боте [1) ~исследовалось •вли1я1н 1и1е 1бала1н1си1рующе110 .лруза 1на 1Ве
.r. и ч ИiН у 1к;р 1И'ТIИЧ ес~1ю й •С K!OIP ОС11И rИJЗ 11и1бно-11<1рrуТ1И!J! l:ШО no фл а тт-ер а Оlд!Н Olp О(Ц -
НОЮ rКjpыma. 1Бала1н1с~и1руЮШJИЙ 'llPY'З 1пред1пола1rа<JIСЯ 1В !ВIИ\Цlе' ТО'Че'ЧIН•ОЙ СОrС~ре
дстоrчеrн.н~ой маrссы, 1п10~меще1н1ной iНа 1кю.н1Це :Кlрыm,а• 1вше~редJи его nerpev:l.'Нeй 
кроrмюи. Бьuю 1по1ка•з а.н·о, 1что rП!l) IИ' фИ11<1с'Иjро1ва1Н:нО1м 1поло·же~н1ии баmаrнси
рующего !Jlpyзa с 1рост•ОМ е1110 ·ма~осы 1К1р1и11ическа1я окорость !Вначале ув~

ЛИ•Ч'И1Ва1ется, а затем 1м1ед1.11·е1н1н10 1на•ч1иша~ет 1па\!].ать. Маrюси.м.а!.Тlыное значени·е 
кри11ическюй 1ок:о~р1ос11и тем <бо.льше, 1че1м lбольше ·ра~с1с11оя1н1И1е от бала~нси•ра 
до оси жеС1'КОС1lИ. 

В 'Наст.оящей ;работе 1Выя1влеrню 1Вrл1иtя1н1ие со6с11вен1ных 1размеrро1В ба
ла 1нс,ирующего 111руза 'И ело 1р а 1с1пол~о·же1н~ия 1н а ·wрыле. У1ра1В1НеiН'И1Я rиrзnибrго
крутиль·ных 1J{()л е1ба1н1ий OД<HO,P rO!llJHIOГO 'IКIРЫЛа · с rбОЛЬШIИМ удЛrИ1НеffirИе~1 
имеют ~ид [2): 

Е/ д'Z + iJlZ дЧ!. . .дСу v"2t ·['Л-"+-' t ( 3 Хо ) -- т---та~---р о - --- х 
ду4 т2 д~:2 да V 4 t 

х~--1 дz] = о 
д~: v т , 

iJl-0 iPZ д20 дСтЕ 2 2 
-GIP ду2 -та д~-2 + lm д~-2 --аа pV t Х 

х [ е + _t (~ - ~ - п ) де - -1 У!_ J = о ( 1) 
V 4 t 16дСтЕ/да д~: V m · 

Обоз~н а че~н1иtя зlд.есь сооТ1Ве'f!с11вуют [ 1, 2). 
Бслrи ~бала1нои1рующи'й '11руз 1ма•ССЫ м IC rм·оментом 1и.нерЦ1ИИ О'ТIНОС•И

тельно оси, проходящей через центр масс, !о укреплен на расстоянии cr1 
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от оси жес11кюсТ1и 1:к~рыла1 (1впе~ред~и ее') 1в 1С'ечен1И!И с 1:к:оо1р~и1наrг1ой ! 0 , то g 

ТО'Ч:ке Уо 1будет 1ра131рыв третьей 1пр·оИ'ЗВОдJI-ЮЙ ~прогиба (1пе,ререзы1вающей 
сн111ы) !И1 ,nер1ВС'Й 1про1И\ЗIВ'О1ДJНОЙ угла· з а1кру1Ч1И1ва1н1ия (.К1рутящеr10 мо1моота): 

EI азz (-r, Уа -0)-EI азz (-r, Уа + О) = 
дуЗ ду3 

м [ a2z а2е J = дт2 ('t',Yo) + cr1"д.2(-r,yo), (2) 

ае ае 
G!p-(-i-, Yo-0)-Glp-(-i-, Уо + О) = 

ду ду 

= -МО'1[ a
2

z (-r, Уо) + 0'1(1 + ~) д2е (-r, 
ат2 а2 а.2 

1 
Уо) ]· 

Здесь r 2=lo/M - 1рад1иу~с 1ин ерUJИ1И бал а1н~uи,рующtщ) nруза. В ча1ст-
11-юсти, есл и балансир 1ра1споло1Же~н 1на 11юН1це 1юрыла (Yo=l), ~у~сло.вия раз
рыва (2) 'Я /ВЛЯЮТ'СЯ 111ра1н1ИIЧIНЬ!IМ'И~ у1СЛ1с1в1ия1м1и. 

Крыло будем считать консольно-закрепленным, так что 

Z (-r, О) = О, 
дZ 
-(-r, О) = О, 6(-r, О)= О. 
ду 

(3) 

Ре'Ше~н1ие з щцач1И 1про<вод~илось тем ~Же 1метод~ом 1и :для тех же ~па1ра
мет1р О1в .К'рыла, чrго 1и1 1в 1ра'6оте [11]. 

Рассм·отрlИ!м 1в1начале 1в1ли1я1Н1ие- 1собс11веН1ноло 1рад~иуса1 1и1нефции 
бал а1Н с1И1рующе1nо J1руз а, 1раюположенного tна 1ко1н це 11<1рыла• . Ком1пле11<1аный 
хара1кте:р1и1сТ1иче1сК1и1й щетер1м1и1на.нт, IИЗ ·у·сл101ви1я 1ра1вено1ва· ~нулю 11ю110.рого 
мож1н о оruредел.иrгь IДJBa пара1меТ~ра бала•наи~р'Ующего лруза 1n;р1и фи•КСИ1РО
ва1н1н ом третьем, 1и1меет IВIИ!д 

D = det 11aik11, 
где 

Здкь штрихи означают дифференцирование по безразмерной 
те s =у/!, k- номер частного решения, 

z (s) = z (•t· ~> e-i(J)" 'l't (s) = е (-r, s) e-i(i)" 

- - l (.!Е!_ )'/. (J) - (i) ' 
Glp 

=!( mGlp )'/, 
1l lmEI ' 

2 Im r 
ro = --;;;i2' r = -t . 

- а С11 =-1 t • 

(4) 

координа-

Реша•я у.ра1вшен,ие D =0, 1мюж1н,о 1пюст1рс>IИ'ть 1ра1зличные семейст.ва 

кривых, характеризующих зависимость параметров балансира µ, ;1 и ""г 
• • W 2l ( Im )'/, V от бе31размер.нои 11<1р•ИТ1ичооюои 1С1К'ороеnи = - -- 1И !Частоты 

- ' t G/p 
флаттера w. 

" В1на1Ча·ле бьши 1Пt0строооы 1се!1еЙс'I1ва за1В1исwм10стей 1м~ссы бала1нсл

рующею nруза µ 1и ег.о .«1пле~ча<» 0'1 от ~частоты фл.аrгте~ра ю юр1и 1ра·зл1и1Ч-
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ных фи11юИ1рО1Ва1Н1ных t31Начениях 1Юр1Иfl1И1чеакюй 1СКiО!РО'СТ1И w JI !PatlIJИyca,x 

инерI.JJИ'И 7=0 1и. 7=0,'45. 
Аlнал1ив этих за1в'Иlои1мюстей 1показа1J1, ~что iд.ЛЯ обеопече-ния G3\J.ан1ной 

кр1иТ1ической 1CIКi0jpюcmr· фла:rтеjра 11ребуе11ся тем ~большая 1ма1сса баUJ а1нси
ра, чем меньше его «плечо». Однако, с~олько бы мы ни увеличивали 

массу, не при всяком значении «плеча» cr1 можно получить заданную 

Кр!ИТ'И'Ческую 1С11щро1сть. Для 1Kal}К(lli0I10 фи1~си1рО!Ва1НIН!ОЮ \З1На1Чеf!ШЯ К\Е_;И'l1ИЧе

ской сюо1рости суще1с11Вует 1е~вое 1МJИ1НIИ1мальное значен1ие «tпле,ча» cr1, пр:И 
котором эта скоро~ь может быть достигнута. Причем это мини-

мальное значение 0'1m1n уменьшается с ростом собственного радиуса 
инерции балансира. Этот 
вывод находится в проти

воречии с тем, что следо

вало бы ожидать, исходя 
из модели «эквивалент

ной» колебательной систе
мы с двумя степенями 

свободы, к которой сво
дится крыло при расчете 

по методу Бубнова - Га
леркина. 

Чтобы исследовать, 
как меняется критическая 

скорость флаттера при из
менении собственного ра
диуса инерции балансира, 
нами были построены за

висимости f2 и µ от часто
ты флаттера~ при фикси
рованных значениях W и 

а1 =0,355. На основании 
этих кривых были по
строены графики зависи-

мостей µ от r 2 при фикси
рованных значениях W, из 
которых было видно, что 

для каждого значения "Г2, 
начиная с некоторого ми

нимального, имеется либо 
одно, либо два, либо три 
значения µ, соответствую
щих одному и тому же 

значению критической 
скорости флаттера. Мини-

мальное значение r2mJn, 

Ww 

2.5 

1,2 

2.0 

1, 1 

10 
0,5 

Рис. 1. За1висимость кри11ической скоростi~ 
(кривые 1-5) и частоты флаттера (кривые 
1'-5') от маосы балансира при 60=1: 1 и 
1' - а, =0,355, 72=0; 2 и 2' _ ;;; =о,5оо. 
~=О; 3 и 3' - U1=0,355, ;:'2=0,2; 4 1! 

4' - ;;; =0,500, '2=0,2; 5 и 5' - cr; =0,355, 
;=2=0,,1. Пуmкnир - 111рямые 'Вычисленные по 

методу Бубнова - ГалеркИ>На 

при котором может быть достигнута заданная критическая скорость, 

тем больше, чем больше величина этоИ скорости. 
В~се :получе~НIНЫеl 1р~езульта<ТЪI 1СТа1НЮ!В~Я1ЮЯ 1боmее 1НаГJIЯ\ДIНЫ1М1И, ~ели ПQ

стрО!ИТЬ 1Кр!И1ВЫе за1ВИIСIИIМОСТеЙ IКJPIИ~Jl\Чecnюй 1СКiО1Р 1ОСТIИ флаrгте~ра' w от 
ма~ссы 1бала1н"СJ11ра µ m1р 1и .выбtра'Н:ных 1Iюстоя~н1Ных эначе~н1иях <<mлеча» О'; 
и собст:венною 1p atll!lf>yca, :и~н.е1рщи1и --;. Пр1И1меjры та1юnх 1кр1И1Вых mреД1ста~ле
ны на р1ис. 1. Здесь же приведены зависимости частоты флаттера ro от 
ыассы µ. 
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Из эт1их •l<IР·ИIВЫХ \В!ИДtНО, что 1внача•ле 1с ,ростам .массы 1ба.1анси~ра µ 
крнт.ическая 1ско1рость .флатге~ра ра·стет, а затем, ,досТtига0я макси1муi\1а, 
очень медленно шач~и1нает 1па.да:ть. Ма1К1сИ1малыное значен1ие 1кри11ической 

скорости•, 1кото1рое 1м.ожет быть досТtиг.н•уто 1щр и1 дан•но.м «~плече» ~1. тем 
w. 

б, 0.5 а,ч о.з 0.2 0,02 0,01/ О.Об 0,08 0,1 r 2 

Рис. 2. Зависимость максимальнаrо зн~чения критической скорости от fl 
и от 0"1 

больше, чем длиннее <плечо» и чем больше собственный радиус 

и-не1рц~и.и г. 

За1ви1с•имо0стъ 1ма1К1си~малыно0го зн ачен1ия 1к.ри11wческ.01й с1корост1и~ от ?! 
пр•и ; 1 =0,355 1преJ1.rста1влена 1на 1ри1с. 2. Ее ·мож.но а1П1П1рокс·и1м1и1ровать 

фОРМ'УЛОЙ 

w 

3,0 

2.5 

2,0 

о 0,1 0.2 0,3 

где a=l.29,25. 
На этом же графике представлена 

зависимость максимального значения -критической скорости флаттера от 0'1 
при °?=О. 

Представляют интерес также кри
вые, показанные на рис. 3, из которых 
следует, что при фиксированных значе

ниях 1маюсы 1баланю11ра µ и его «tпле

ча» а1 (cr1 =0,355) существует опти
мальный радиус инерции, при котором 

может быть достигнута наибольшая 
критическая скорость. 

Рис. З. За>внсимость юритической Рассмотрим случай, когда балан-
скоросrи от ~ при фии:f..ированных сирующий груз расположен в точке 

значениЯJХ µ и а 1 Yo=l=l. !Эта ~за~даrча 1м~ожет ~быть решена 
двумя способами, отличающимися друг от друга степенью вычислитель

ных трудностей. 
Первый способ заключается в следующем. Положим в уравне

ниях ( 1) 
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z (s) = и (s) + v ш. "'(s) = "'(s) + х (s). (5) 

лричем будем считать, что фу~нкци1и v (s) и х (s) тож;:~.есТ1венно ра1вны 
нулю 1щри s<so. 1В ~с илу ..ТШНеЙ,НОСТ\И )'1раВ1НеН'ИЙ (11) И IВЫtПОЛ•НеНИЯ mрин
Ц'ИПа 1супе~р по З1И ·UJИIИ ко.м~би1наL1JИ IИ ФУ·НIК1UJИИ1 и(s) iИ· Ф(s). v(s) tИ x(s) долж
<НЫ у.I1;овлет1в·о1рять 10JJJHOЙ и -гой 'Же ·С'Иlсте~ме У'Р а1вне1Ний 1( 1). 

Из пра 1нич·ных 1усло1в1и1й для 11юн1солыно-за11<1репле~н1ноrо ·кtрыла сле
д)ет: 

и(О) = и' (О) = 'ljJ(O) = О, 

u" (l) + v" (l) = O, u"'(l)+v'" (l) = O, ф'(l) + x'(l)=O. (6) 
\ 

Разбиение на функции и (s) и v (s), ф (s) и х (s) производим так, чтобы 
и"' (s) и 'Ф' (s) были непрерывны в точке, где находится балансир, т. е. 
при s = Su· Тогда из (2)_ для функций v Щ и х (s) получаем следующие 
граничные условия в точке s = s0 : 

v (so) = v' (so) = v" (so) = х (so) = о, 

v'" (so) = µro 2 112. [и (so) + <11"' (so)]' 

x'(so) = -µ а~ ffi2[и(so) + ;i1(1 + Z~)'Ф<so)]. (7) 
'о · а 1 

Та1юим обjраз·О1м, если1 ~бы :на1м 1был1и 1из~вестны Зtначе~н1ия функц~ий 
и (1;0) .и 'Ф (so), то за~да1ча 1нахож~де~н1ия ~фун1юU)ий v (s) 1и х (s) был.а · бы 1Пол
ностью опре.деле~на1 (з а:.'1,ача 11и па Кiollilи). 

Функц1и·и и (s) 1и ф (s) 1н а1м 1не 1из~вес11ны, 1но .их 1моЖ1но выраз.иrгь че
рез фунда1ме~н1'а'лЬ'ную систему ча1сТ1ных 1решен1ий, 1ка•к это ~елалось 
ранее, Т. е. 1ПОЛОЖ1И·ТЬ 

и ш = с1и1 (s) + с2и2 (s) + сзиз (s). 
(8) 

'Ф (!;) = С1'Ф1 (s) + С2'Ф2 (!;) + Сз'Фз (!;). 

Запишем функции v (1;) и х (!;) также в виде комбинации двух част
ных решений 

(9) 

Х ts) = В1Х1 Щ + В2Х2 (!;) при s >- Go· 
Начальные условия для этих частных решений выбираем следующими: 

v1 (so) = v; (so) = v~ (so) = Х1 (so) = х; (so) = о, v;· (so) = 1, 

v2 (so) = v; (so) = v; (so) = v;· (so) = Х2 (so) = О, х; (so) = 1. 

Тогда из (7) следует: 

В1 = µ ffi2112 [и (so) + а1 'Ф (so)]. 
(10) 

В2 = - µ ~~ ~2 [и (so) + а1 ( 1 + ~; ) 'Ф (so)]. 

Подст а1вл яя (8) 1и (9) 1с ,учетом (1 О) 1в (6) , шо·луча ем с111стему од1н10-
родных уравнений относительно неизвестных постоянных С 1 , С2 С3 : 
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3 3 -

}: ct и; ( 1) + µro 2ri2 {~ ci [ иt (so) + <111Pi (s0)1 } v~ (1) - µ ~1 ffi2 х 
-1 ~1 о 

3 -

х {~ С1 [ и1 (so) + ;;1 ( 1 + ~; ) 1)J1 (so) ]} v; (1) =О, 
t=l • 

3 3 - -

~ ci u;· (1) + µ W2Т) 2 {~ ci [ui (so) + <1i1P1 (so)]} v~" ( 1) - µ :~ (";)2 х 
i=l i=l 

3 -

х {~ С1 [ и1 (so) + ~ ( 1 + ~~ ) 1)J1 (s0) J} v;· ( 1) = о, 
i=l 

1 

з з 

~ C11Ji; ( 1) + µ ffi2ri2 {1: ci [ и1 (so) + cr11Jii (so)]} х; (1) - µ ~~ ffi2 х 
~1 ~1 о 

Усл0tвие ,ра1Венства !Нулю 1КО~11пле.кс1Ного 1детерм.и1нанта Э'J\ОЙ сИJсте~1ы 

уравнений D (µ, ~. r2) =0 каlК ,раз и ооределяет \дlВа 1неиЗ1Вес11ных mара

w с:5 

2,5 1,2 

2.0 

Рис. 4. Зависимость критической скорости 
(кривые 1 и 1', 2 и 2') и частоты (кривая 

111
) от массы балансира при 7=0. 1 и 111 

-

а1 = о,355, 60 = 0,1; 2- а1 = о,5оо, 60 = о,7; 
J'-cr1=0,355, 6o=l; 2'-cJi=0,500, 6o=l. Пунк-
п1ро)1 показаны результаты расчета по )lето

ду Бубнова - Галеркина 

метра балансирующего гру-
за при фиксированном ' 
третьем. 

Таким образом, при. из
ложенном способе решения 
задача сводится к получению 

на моделирующей установке 
обычной фундаментальной 
системы трех частных реше

ний Д\11Я фуtН!ЮЦИЙ и (s)' 1jJ (s) 
(значения этих частных ре
шений требуются в двух точ
ках s=so и s= 1) и двух до
полнительных частных реше-

1н·ий :для фу~н,юций v (s), х (s). 
(По существу эти дополни
тельные частные решения в 

точке s= 1 представляют со
бой значения второго и 
третьего фундаментального 
частного решения в точке 

s=tl-so.) На IО'СНО.Ве этих 
частных решений вычис
ляется комплексный детер
минант третьего порядка н 

определяются необходимые 
параметры балансира. 

Второй iВЮ•З1МЮЖtНЫЙ С1ПQIСО•б 1реше1н1и1я ОСНЮ1Ва1н ша: СШIИ1ва1н.ии1 •решеН1ИЙ 
в тоЧJке so. Он ЯIВЛЯе'Гся ·более ~не.посре\д!стше~нньгм, но зато mpИiBO.lllИT к 
необходимости вычисления комплексных детерминантов шестого поряд-
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·Ка, ЧТ·О 1С1ВЯ'За1но со знаЧ1ИТ'е'Л!:iliЫ1М1И( T1PIJ'JJJH01C1'ЯIМ'И 1выч1исли1телЪ1НОIГО' хара·к

тера. Поэтом1у 1мы 1прошмитr iРбШе~ние IШ~\РIВЫМ 1апос·о601м. 
В1на1t1але ~были• mосТ1роены се~мей~с11Ва за1в.иоИ1мост_:й 1ма·ссы баланси-

рующего IlP'YЗa и его <<mлеча» от частоты флаттера ffi 1п1р1и фи.кс·И1роша•н

'НЫХ LЗ\Наче1ниях 1Кр1И'I1И1Че1СIКОЙ 1СК01ро1сти w IИ r 10, ~о=О,7. !По этим %ри1вым 
оцрещеле~ны '3а~в1иои1мюсти 1юри11и1t1ескюй 1с11юросТ1И1 ,и· •частоты флаттера w 
и ~ от массы балансира при фиксированных значениях сплеча» -;;i 
(р·и1с. 4). Для е~ра1в-нен.ия 1на З'f\ОМ же 1р ису1н1ке 1П1р1И1Ве~дены соо11веtf1с11Вую
щие за1в1и·с.и1мосТ1и1 д..ля 1слу1чая, 1юоrда· 1ба1J1а1Н1С1И•р~ующий а~руз ~расположен 
~на ~конце ~крыла. С1ра1ВIН'ишая эт,и .з а1в:и.с·и1мюсти, 1В1щщи1м, чтю 1Iюложен·ие· ба
ла1нси1рующего 11руза 1суще.с11Ве1Н110 •ВЛ'Нlяет rна И•Х >Ха•ра•кт~р. Пр.и ~малых 
ма1С.Сах 1ба..лаrн1сирующе~го mpiyзa etno ~эффекТИJВНОIСТЬ о.ка•зы~ваеТ1ся более 
зна1чителынюй, если он rра!сm1Олоrжен 1на 11юН1Це ~крыла. Ощ1на~о ic pOICТl()IM 
ма1С1сы 1бала1н1ои~ра 1раюполож1енн·оmо 1В ТОIЧ'ке ~а=О,7, юритич·еюкая 1ско1рооть 
флатгера 'В 1раоомотре1н.нюй 1На1Ми абла1оти 1монотю1Н1но рас-rет. Т1wда .как в 
случае, 11юма ба..ла1нси1р 1Наход1иrгся >На 1юонце 'Крыла· (~o= l l), mр1и µ'?0,06 
кр1ит:и1че.ска•я око·рость флатте1ра 1Нач.инает 1пащать. Пjри. rэтом оказьI1Вает
ся, rчт:о 1на1ЧJИ1на1я 1С' µ---О,1 1~ 6ала:н1си1рующи1й груз, ,ра1с1полюжен1ный 1В точке 
~0 =0,7 ста1н1О1в•иrг~ся ~более эффект,и~в1ным. 

1В 1.За:ключе~н'Ие зам.ети,м, :Ч1'О .в раоомат,рИ'Ваеtмой обла~с'Ги 1п р1и ~0 =0,7 
рез;ультаты 1ра1С1Чета кр1итиrчооюой iСlкюрости и ~ча.с1'оты флаrгтеtра ою :чеmду 
Бу1бнова - 1Гал·ер 1киша тто ха1ра1кте1ру 1с-0В1падают 1с 1поmучен.ны.ы и ~на 
МЗIШИJНе. 
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