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В работе построена математическая модель системы управления иммунной 
реакцией орrанИ&'1а JНа клеточном уровне. Полученные кине1'И'Ческие к,ри1Вые щля кон
центраций антител по форме хорошо оовпадают с эксперимента,1ьными кривыми. 
Предлагаемая мQдель описывает усиленный и ускоренный И!Ымунный ответ на вто
ричное !Введение антигена, а также зависимость максималыюй концентрации антител 
от дозы антигена. 

Иммунитет - система защиты ор1ГаниЗ1ма от чуже-родных sеще.ств
в некоторо,м ·смысл.е я~Вл·яет,ся 1СИ·сте.ма.й а втоматичес1кого упра1вл.ения на 
клетю1чном ур101вн·е. В от,в.ет .н а поступление «в.нешнего си.гнала» (анти
гена) 1 ,опр·ед·еленная г.руП1па лиМ1фатичес.ких клет·о·к начинает ~Вырабаты
ватъ «юИ1гн ал о~братнО1го зна•ка» - антитела, нейтрализующие данные 
антиг.ены. Та,ка·я система, .естест,вен.н,о, ра1ботает с .запаздывание1м, при 
эт1ом ,примечат,ель.ной 1осо~бенн1остью ее .явля-ется «абучаемостъ» - умень
шение запаздывани~я ~при повторно,м ·сти~мулировании. 

В настоящей ·ра~боте при.водит·ся за,м1кнутая дина,ми•ческая модель 
системы улраtвлен,ия им.мунной реа1щией . tПри этом ~предполагается, что 
явление и,м1мунитета [lроисходит целик.ом на кл-еточном уровне и не 

упра,вляется ор1rанизмо.м с помощью нервной или юрмональной си1сте
мы. В юснооу 1м.одели 1п·оложена гипотеза 1об .образовании осо.бой .гру1ппы 
«п а.мятных» 1IМ·еток [12']. Однако мы .считаем, что предла1гае.мая мюдель 
обладает ·бо1Лее общи.ми с~Войстmами, не зависящи,ми от пер.воначальной 
гипотезы. Так е~сши считать, что хр1анит·еля;ми анти~генной и~нформации 
являются не специальные клетки, а некоторые комплексы антиген-РНК. 
[ 12], то законы образования и распада комплекса запишутся с по
мощью подобных же уравнений. 

§ 1. Постановка задачи 

tПри .внутр1и1венном введении чужеродных ~белков - антигенов в 
кро1Ви жи.вотною m.оя.вляют.ся антитела - .белки, о.бладающие способ-

1 Антигены - вещества, .которые несут признаки генетически чужеродной ин
формации [1]. Это могут быть и отдельные белковые молекулы (сывороточный альбу
мин, яичный альбумин и т. п.) и целые клетки, содержащие большое количество 
отдельных антигенных веществ (эритроциты). 
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ностью апециrфически 1взаимодейст,вов•ать ·с дан,ным антигено1м. При ет1о:vт 
в лимфоидных ор.ганах (.селез.енке, ли,мrфатически.х узлах, К·Остно.м мозге
и т. д.) происходят ·КJЛеточные 1сдвИ1ГtИ, а именно .на.блюда·е'Гся интенсив
ное клеточное деление, ·СО1про1важдающеес.я диtфферен1Цироокой ~Клеток ,в 
фор.мы, ботатые ~цитоплазмой, .с ра'Зtвиты.м а:ппаратом .белкчво·го синтеза. 
Кл·е'I1Ки, образо.вав1шиеся в резул1ьтате дИiффер.енциров.ки, и являют.ся 
продуцента1ми 1специrфичес.ких и1м,му.нных lбелк.о,в - ·ан-г~ител. Дин·амика 
нако~nлен~ия антител tВ .кро,ви· не одина~юва у равлич,ных !Видов живот

ных; ·о.на :за1висит от анти1г·ена, ,ко'юрым пр ·оИзtВедена им1мунивацИ1я, от 

дозы а·нтигена, а .при ~прочих ра:ВНЫХ У·СJЮВИЯХ от ТОIГО, tпер1ВИЧНО или 

1вrорИ1Ч1но •К•оtнта~ктирует ор1rа1нИJЗ.м 1с LЦа/Н!ным ан11И1rеном. На 1р•:и~с. 1 :пред
ставлена кривая, показывающая изменение во времени количества анти

тел, ~циркулирующих В кро.ви .после пер1во1го (1) ·и ,втор101Г·О (Il) анти.ген
'ного ·стимула. ВиАНО, 1что вторичный и.ммунный от~вет отличает.ся у.~о
роченным латентным периодом 1, большей скоростью поступления 
антител .в кро.вь, ~большим значением 1мак~еи;му1ма ,к•оличества антител. 
Сшосо·бность ус•иленн·о реагиро1ват·ь на данный антиген .сох·раняет·ся у 
орга.низма меся1Цы и •Г·Оды и называ·етс~я им.му.нологичес1кой памятью. 

В на.ст·оящей .ра.боте иссл.едуется ,маrге.мат,ическая мод.ель, отр1ажаю
ща1я осно.в·ные ·законо.мерн·ости дин·ами,кw а.нтитело1генеза и учитываю

ща1я ИIМIМУJНОЛЮIГИIЧ~с.ку~ю IПаlМ'ЯТЬ. в IOJCIIIOBY ~модели IJ:ЮЛО1Же1На mИlпотеза 
Серкарца , и 1Кунса [2] о 1моди~фика~цинх по.пуляцИlй антит·ел·о,ко1м1петент
ных клеток. СО1гласно 1ги1потезе :эти 1клетКJи ,м.ожно условно р~а1зделить ·на 
три тИJпа: Х - кл.етки лредшествелни~ки (ретикулярные клетки), У -
незрелые .плазма~циты, Z - врелые плазматиче.ские кле11ки. Клетка типа 
Х вооприим~чи1ва ,к !Первичной анти.генной стимул'Яции. Анти,ген вызывает 
изм.енения ,в так.ой кле~ке, 1пре.в·раща.я ее 1в 1быстр~оделящуюся •клетку У, 
котора.я .в с1Вою ·ОЧ·ер ·еД1ь при 1взаи1моде~йст,1ши с антигеном преtВр•ащается 
в клетку типа Z. После.дн:яя выра.батывает антитела в течение о!Пределен
.ного промежутка времени, а затем по1гиба·ет или пре1вращается в друг.ой 
тип клеток. 'Клеъки У, не1пр.ореа1ги.рова.вшие с антигеном 1в течени.е tПервич
ного иммунного ответа, остаются .в ор·г~а.ниЗtме в качесТIВе «1па1мятных» 

клеток. Их число поддержива.ется постоянным д10 1второnо Jюступления 
анти.гена ~В ~кр0tвь, .после кот.ор101го они !быстро 1пре1Вращают,ся .в а1Нтите
ло·синтезирующие клетки Z, что и ~о,беопеч~и1в а.ет у.скорение и интенсИiфи
кацию иммунног.о ответа организма :на 1Второй а·нтменный ст.и.мул. 

Для 1построен·ия м•од.ели по изложенной .гипон~зе необх·одимы э.кс
перименталЬ1Ные данные о дина,мике ро.ста 1антителоко.мпетентных .кле

ток, •О с~юро·стях ,вы.вода а.н'Ги.гена и.з •крови и .поступлени1я антител в. 

кро.вь. К .сожале·ниrю, 1мы не нашли работ, ,в :которых одн~о.временно 
рассматривали·сь ~бы IВСе .эти за.коно.мерн·ости. Поэт~о,му иопользуемые 
на.ми данные взяты ив разных .ра1бот [3~7]. 

При ·соста1влении модели иммунной реаюции ~были ,в.ведены нек·ото
рые упрощающие предположени.я. 

В.се ант~итела образуюТtСя в селезенке. В ·случае внутрИJВенной инъ
екции чужеродного белка синтез антител другими лимфоидными орга
нами пренебрежимо мал. 

Антитела мгновенно .переходят из селезен!Ки ,в кро~вь. Этю лодТ1Верж
даетс~я отсутствие.м заметноrо ·времени запаедывания ~между макси.му

мом числа антителосинтезирующих клеток И максимумом концентрации 

антител .в кро1ви [18]. 
В.се антитела циркулируют 1в •крови. (Не учитывается диффузия 

антител 1во вневенное 1пр·остранст1в10.) 
1 Латен'Гный .период- время от !Начала антигенного стимула до момента появ

ления первых определимых количеств антител. 
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При .встрече одной молекулы а1нтигена с одним антителом обра
зуется необратимый ~комплекс. Образова.ние ~более сложных ко:м1плексов 
не ра,сс.матривается. 

§ 2. Кинетические ур авнения 

В качестве переменных 1в настоящей ~модели ~будут <Использо1ваны 
концентрации с.пецифических белко~В и количесr~ва антителоко.мпетент 
ных клеток. Пре\l:щоложИ~м А (t) и G (t) -~Концентрация антител и ан
-тигена в мг белка/мл сыворотки, 
х (t), у (t), z (t) - количество клеток Уо , 2 
соответствующих типов в селезенке, 

в граммах. 

Изменение концентрации анти
тел в крови вызывается тремя при

чинами . 
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Рис. 1. Динамика антителеобразова
ния после первоrо (/) и второго (/ ! ) 
антитенноrо сr~им ула (из работы [!]) 
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Р1ис. 2. Зависимость количества па
мятных клеток от дозы антигена 

1. Поступление новых синтезированных антител из селезенки; ско
рость синтева Д{)лжна быть шрО1пор1Цион альна количест.ву антителообра-

зующих ~клеток типа Z: (~) = hz. 
dt I 

2. Образо,вание нообр ат·имого юомплекса а1нтиген-антитело; ско
рость ~0бразо.вания компл~кса (и убыли свободных антител) пропорцио
нальна ~вероятности ~Встречи 1моле1кулы антигена с антителом, т . е. 

про•порци.ональна лроизведению их концентра~ций (~) = - l 1GA. 
dt II 

3. Вывод антител из кро1Ви з а счет .естест.венного распада; с•корость 
распада пропорцион альн а .концентр ации антwгел, циркулирующ"Иох п 

1-[рОВИ с~) = - kiA. Ко~ффициент k1 .опред.еляется из э.ксперимен-
dt Ш 

тальных кривых .по !Времени жизни антитела т.1• 1В ~Конце им,мунного 
отнет а , 11югда синтез антител и .вз а~и.м•одейсТ1вие с антигеном пра.ктиче

lп 2 
{'КИ ОТ>сутствуют : k1 = -т-· 

11. 
Таким обр а зо.м, ~кинетическое ура,внение для концентр ации анти

гена содержит три члена: 
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dA -- = hz-l1 GA-k1A. 
dt 

(1) 



Изменение кrонцентрации анти1гена в ·крови~ ,вызывается двум1я 1при
'Чинами: взаимодействием с антителами и естественным распадом 1 

(2) 

Если молекулярные .веса антитела и антигена примерно одинако1вы, то 
соответс11вующие коэффициенты м.ожно очиrгать равными: /1 ~ !2 ~ l, 

.k1 ~ k2,....., k. 
Запишем ура1в1нения дина,мики клеточной популяции 1в присутств~ии 

анти1гена. 

Не -сущест,вует единой точки зрения на вопрос •О 'Ю·М, ·с.1юль.ко в ор·
ганизме клеток, восmрии.мrчИ1Вых к 1пер,вому антигенному стимулу (типа 
Х). Мы оQСТановимся на ги.потезе К. Ландштейнера, который предпола
гает, что количест11ю клет.ок Х достато.чно велико и его можно считать 
постоянным ·в течение им.мун1ной реа1кции. 

Изменение 1юличества ~клеток типа У .пр .оисх·одит ,при 1взаимодей
<етвwи ~клеток Х 1с анти~rеном, .клеток У ·С а.нтигеном, а та•кже 1В резуль
тате размножения клеток У и их есте.стtВенного распада: 

_!!:JL_ = а1х0 -b1yG +µу-су. (3) 
dt 

Из экопери1ментальных данных из.вестно, что с~орость д·елеlНИЯ не
зрелых плаЗ1ма1цитст (.клеток У) увеличивается 1в присуТ1с11вии анти1гена . 
Поэтому в .пер.во.м приближении полагаем, что к0оэ.ффициент репродук
ции µ зависит линейно от концентрации антигена µ~ b2G+c'. 

Коэффициент с' - скорость репродукции клеток У в отсутствие ан
тигена. В равновесии ~число ~«памятных» 1кл·еток У длительное 0времн 
остается 1постоя1нным, т. ·е. прирост их уравновеши.ваетоя естественным 

распадом (с=с'). 
Окончательно ура1внение (3) ~примет ,вид 

dy = aG-byG (4) 
dt 

(а1х=а, Ь=Ь 1-Ь2). Аналогично ,м.ож.но записать ура.внение для скоро
·СТИ изменения .к.оли1ч0ества антителосинтезирующих клет·ОIК Z: 

dz 
- = b1yG - cz. (5) 
dt 

Здесь b1yG - скорость ~перехода ,клеток У 1в клетки ти.па Z, cz - ·DКО
рость, 1с 1коrnорой :кл~ет,ки Z шrо1ги0баюrг. Кле11юи Z, :ка1к mола~гает боль
шинс11но исследоват.елей, не раз.мн·о1Жа1Ют·ся. 

Уравнения (1-5) 0соста1вляют з-амкнутую •сиrстеtму дифференциаль
н ых уравнений, описывающих динамику иммунной реа·1щии: 

dy dz G - = aG-byG - = Ь1у -cz, 
dt ' dt 

dA - = hz-!GA-kA, 
dt 

dG - = -!GA-kG. 
dt 

§ 3. Анализ решений динамических уравнений 

(6) 

Система .нелинейных дифференциальных уравнений (6) решалась 
на электр1онно1й а1налог.о,вой машине МН-7. При этом лишь часть коэф-

1 •Вирусную или бактериальную инфекции, при которых происходит размножение 
.4Нтиrена в организме хозяина, мы не рассматриваем. 
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фициентов из.вестна (и то ло лоряД1Ку .величины) из экспериментальных: 
да~Нlных US-8]: ,c~k'=0,1 1 l/cymu, h~o,1 ~мг/мл г ,cyrrкu. Остальные ~ко
эффициенты л.одбирались в процессе решения, исх•одя из .пр авдоп·одоб
ного соо.паденwя моделhНых и экспериментальных динамических .кри

вых. Наилучшие результаты ~были mолуче~ны 1при l=0,11 мл/мг сутки; 
Ь ~ Ь1=1 Аtл/мг сутки; а=\10 Аtл/мг. 

а 

t 
Рис. 3. Динами1Ка изменения конценl'раций антwгена и антител 1В крови: а - пер

вый иммунный ответ, б - :второй имунный ответ 

При решении задачи о .пер.вом иммунном от.вете начальные кон
це~нтрации 1клеrгок тИJПа У и Z ~Задают.ся ,нуле.вьnми !11(0) =0 и Z (О) =0; 
.ко1нценТ1ращи1я ант:иrел А (О) =0 отли~ч~на от 1Н1уля 1'ОЛЬiк·о •К·ОIНце~нтра.ция 
а~нтИJГе~на G (О)= Go. По щрошост.вии 1нек()Тl()р00'0 времеми or 
.на~чала 1реu.uения 1В ~системе ,усганавл•ИJВае'Т1Ся 1етацио;на~р1ное· 

состояние, 1при котором Z=O, у=у0, А=О и G=O. Это состояние :-.1ы 

1 1 ---, 

18 22 
iJнu 

Рис. 4. Изменение (:Одержания антител 
•В кров.и кролика после 111мму·низащm 

отождествляем с состоянием 

организма в промежутке меж-

... ду двумя антигенными сти 1у

лами (Уо - количество «памят
ных» клеток). Поэтому задача 
о втором иммунном ответе ре

шается при начальных услови

ях у(О) =Уо, z(O) =0; А(О) =() 
и G(O) = Go. 

Стационарное значение уо за.ви.сит от дозы антигена лри лервом 
стимуле (от начального усло.вия Go). Оно растет с увеличение~м G0, но. 
не беспредельно (рис. 2). Максимальное значение Ут, .как видно •из. 
анализа пер~во.ю ураs1нения сwсте.мы (6), ~будет Ут=а/Ь. (~Константа а:. 
о·пределяет с.корость образо1Вания клет-ок У из 1.J(леток-предше.ст.венни
ко.в, уЬ - скор.ость лерех<ща клето.к У ~в Z 1В случае, •когда количество 
антигена !Велико.) Если же доза антигена ~мала, процесс образо.вания 
клеток У останавливается ·paнl:illle, .чем ·концентрация у достигает мак
симального з.начен·и.я. 

Число .клето.к Z раст.ет до 11ех 1пор, 1по,ка 1юнцентра,ция антигена не 
обрати'J1Ся в нуль, mО'сле эrого z,(t) 1На1ЧИ1Нает ~медленно mа:даrгь. З1на~чение
Zmах, очевидно, также .возрастает 1При у,величении дозы. 

Наибольший интерес 1Представляют дкна1м.иче.ские кри.вые для кон
центра11.щи антител, так ка·к их леме 1Всего сравнивать с экаперимен

талЬ'Ными lдаJН1ными. На 'РИС. 3 .пред~ста1Вле~ны 1не1ста~ц·ианар1Ные 1Процес
сы, идущие в модели сразу же после «пуска». Эти копии фотографий, сня
тых ,с э.крана ос.цилло['раiфа. От.кло:не~ние Л)'IЧа mo ве~ртихали 1Проm10.р,цио
нально кон1Центрации а1нтwгеша (оорИ1Вая G) и 1коJ-11це1н11рации антител. 
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.( кривая А) в крови. Точки на кривых- метки времени. Расстояние меж
ду дву,мя оосе~дJними .ме11Ка1ми IООО'I1Ве11Ствует ДJВу,:\1 1Су11Ка·м. J<~рИJвую А 
{рис. 3,а) можно сравнить с экспериментальной за.висимостью, лолу
ченной .при. им1муниза1Ции ~кролика яичным алЫбу~мино.м •курицы [4] 
(см. рис. 4). Форм.а кривых удовлетворИ'Тельно ~совпадает, за исключе-
зше.м латентного :периода, который не описывается данной .моделью. 
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1 2ол 

1,8 18 а 
/б 

7, 11 14 
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60 , мг /н/1 

дт,мr;,.,,., tm , сутки 
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О,'1Ч 
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О,ЗZ 8 
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0,24 Б 

z 

rцо о 1 2 з ч s б 1 в 9 10 

Рис. 5. Зависи·мости максимальной конце~трации антител Ат и времена 
достижения макс·имума tm от дозы антигена (а) и количества «памятных» 

клеток (б) 

Из сравнения кри.вых А на рис. 3 .следует, что .вторай и,м,мунный 
~твет отличает.с.я большим '31Начение.м максимума концентрации антител 
(Am), меньшим .вре.менем достижени.я ~это.г.о .ма.кси1мума Um), большей 
~коростью вьnв·ода анти~гена из 1КрО1Ви. Так ,ка.к на электронной модели 
можно задавать разные начальные ус.ло.ви.я, была опециально исследо
.Бана зависи.м·ость Am и tm от количества 1<<.па;мятных» к;леток уо, оста•в
ших·ся ~после ~пер.вой и.м,мунной реак;ции (рис. 5,6) и дозы антигена Go 
(рис. 5,а). Послед1ние за.висимости соответ,ствуют екапериментальным 
-данным, полу1ченным в ра1боте [19]. 

Та1ким образом, исследование решений системы ура1внений (6) по
казало приг.одность предложенной ~математической модели для .описа
ния некоторых закономерностей им.мунног.о .от.вета .организ.мо.в на «им
пульсное» .в~ведение ~чужеродного белка. Рассчитанные ди,на.мические 
.кри.вые .по фор.ме 1бл·и~з,ки ,к э.кс.пери.ментальным, .получены та1кже· разум
ные результаты относительно за1висим·о,стw .максимальной IIЮнцентра,ции 
.антител от дозы анти.r.ена. 

За1метим, что м.одель ,может .быть легк;о распространена также на 
.случаи непреры1Вного или mериодического :посту.пления антИJrооа в орга

низ•м, а также са,мо.вос.пр.оизведен·ия анти1гена 1при инфекционно.м ИJмму
:нитете. Для эт.ало 1в ~последнем уравнении системы (б) над·о за1писать 
"Gлен, учитывающий прирост •КОНlцентрации а~нти.rена. 

Отметим, что .в работе [ 10] описана дwна.ми1ка антителогенеза с 
..помощью одноrо ,кинетичес·ко.го ура.внени1я. В ,наших обозначениях ето 
.)равнение запишется следующим .обра1зом: 

d:e = h (t) z (t) - kA. (7) 

Поскольку модель не ,с·одержит ур авнения дЛ•Я .числа аJНтителопро
дуцирующих клеток Z, то в •это уравнение 1в.в.одится зада.иная из экспе
ри.мента фунюция z(t). Результаты та.кого моделирования носят, есте
-ственно, частный характер. 
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tВ книге [ 11] модель антителоrенеза •Опrисывается одной реа·кцией: 
а.вт·окатализа. Дина1миче.ской ~переменной лри этом я.вляется су,м,ма чис
ла ллазrматиче,ских клеток и .продуцируе.мых ими антител. Очевидн о.
что такое ~формальн ое Qписа.ние не может служить кинетичес~ой м о 
делью явления иммунитета. 

~Предлаrгаемая 1В настоящей работе модель, содержаща~Я зам:кнуту!О' 
си.стему .кинетических урав.нений, ·обладает тем 1преамущество,м, что 
все 1за,висИrмости концентраций от времени получают•ся ,в результате 
решения ура.вне~н·ий; из эксшери1мента нужно о.предел.ять т.олько mосто
янные коэффицие.нты и наrчаль·ные условия. 1При этом различные им
мунные реакции (у разных животных, 1при разных антигенных стимулах 
и т. п.) будут <Jтличаться лишь значен.иями некоторых коэффициентов . 

Авторы 1бла1годарят Р. В. Петрова и 1В. Г. Гала1кти·онова за предо
ставленный эк.спериментальный материал и полез.ные диrскуссии. 
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