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ПОНЯТИЕ ВЫДЕЛЕННОСТИ ДЛЯ КВАНТОВЫХ ПОДСИСТЕМ 

В работе рассмо11рена выделенная подсиС'fема, принадлежащая замкнутой 
кван11овой системе. Исследован вопрос о возмоЖ!Ности описания отдаленной подси· 
стемы с помощью обычной волновой функции. Установлено матричное уравнение 
для вектQрной волновой функцlfи, поЭ1воляющее 11очно описывать любую подсистему 
такой системы. Проводится анализ уравнения и предлаг.ае11ся способ получения 
высших приближений при изучении !К!вазИJtзоли.роватых ~ГLодсистем. 

§ 1. Изолированность и отдаленность 

Хорошо из.вестно, ~что !Все реальные, т. е. сущест.вующие в природе 
си.стемы, я1ВЛяются под,системами некоторых 1болI>ших систем. Положи,м, 
нас интересует .пов-едение .некоей подсистемы, которую .мы !Выделяем, 
при,писыва~я ей ·координату х. Оставшуюся ча1сть ,бол1::1Шой .системы назо
вем фон0~м и сопоставим ему ~Коорди~Нату у. Ура1внение, ·о.писывающее 
х-'подсистему, д.олжно ,в·ключать ·в себя· ка .к х, так и ,координату фо,на у . 
Пусть: 

[ 9t (х, у, t) - ili ~ J Ч' (х, у, t) = О . 

Гамильтониан flt (х, у, t) представляется в виде суммы 

9t (х, у, t) = 9(0 (х, t) + F (х, у, t), 

(1) 

(2) 

где F (х, у, t) <С·оответст.вует .В'заи1М·Одействию х-подсистемы с фон.ом. 
Среднее значение оператора L(x, у, t), зависяще['О от коорди.нат как 
х-.поД<системы, так и фона, 01пред·ел .я·ется фор.мулой 

(Ч' / L 1 Ч') = S чr· (х, у, t) L (х, у, t) Ч' (х, у, t) dx dy. (3) 

Brce реальные 1подси·стемы м.ожно подразделить на неизолиро.ванные 
и rквавиизолиро,ванные. К неизолироrва~Нным подсистема,м относятся 
подсистемы, испытывающие 1с·ильн6е tВли~яние фона, .пото,му проекции на 
ни•х состо·яний больших зам.кнутых си.стем !Всегда .я.вля!О1'>ся с.ме.ся1ми. 
Квазиизолированные .подси1стемы - это таtКие подсистемы, .кот·орые в 
некотором 1прибли~ении м·о.rут раrсоматри1ваться как изолир·ованные и, 
следо.вательно, 01писываться обыч,ными ~волновыми фу1нюци1ями. Квази
изолированной подсистемой является, например, атом водорода успеш-
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но описываемый ура~внением Шредингера. Но, как из.вестно, О1писание 
Эl'О mриближенное, 11ричем не толь.ко ,с точки зрени.я релятивистских 
эффектов. 

I\а·ким же 1образQм .возм·ожно последо.вательно и неО1гра1ничен.но 
повышать степени л.рИ1ближений дл.я :к.вазииз.олир·ованных июдси~стем? 
Чтобы ответить на етот вопрос, ~исследуем, ~суще~сТ1Вует ли такоё урав
нение, зависящее от к·оординат лwшь !Выделен.ной подсистемы, решения 
котор·а.110 давали бы .по обычным 1пра.вилам 1Кiв антов•ой м-ехани.ки ~Верные 
средние З1на.чения для любых динами~чес.юих 1Перем-енных L (х, t). 

Прежде .всего mос.мотри.м, не .может ли ~выделенная .подсистема 
быть отдаленн.ой от фона настолько, чтQбы стать изолированной. Пред
ста·ви.м ·себе, .что х-:подсистема 1Зна~читель.но (та1к что· F(x, t)--+0) удалена 
от фона. Чтобы IЭ1'О 1Выска·зывание было корректным, его надо относить 
к определенному периоду времени, например [О, t0 ]. !\роме того, поня
тие отдаленно.сти подсистем дру.r •ОТ дру,га .включает в .себя ооеден·ия 
об их сра.вн·ительном положении 1в пространстве. А для тото что16ы 
узнать место.нахождение подсистемы в некоторый ~момент .времени t, 
нужно обязательно .провеет.и Qпределение ее координаты ,в да1нный .м<0-
мент. Стало ·быть, если уже 1мы постулируем вза·имоудаленность под
систем 1во .временн·ом сеnменте [О, to], то это 1с не.обходи.мо·стью подра
зумевает, что ~в течение данною отрез.ка .времени 1мы 'Измеряли их коор

динаты. Но ~Вся·кий а1кт измерен·иlЯ .сопровождается действие~м измери
тельното устройс11ва 1на исследуемую .подсистему, у кот.оро1й .в -это !Время, 
естественно, не 1м·ожет быть с.вое.й волнмо1й ~фуН'юци.и. Пусть даже из.ме
рения .мгновенны и кажд.ае .влияние ~прибора, являясь достаточно точ
ным и минимально изменяющи.м с·войства :подси1стемы (т. е. сильным 
[ 1]) , разрывает tС.Б1Язь Х-\Подс·wстемы с фоном, .та.к что .между от дельны
ми 1на.блюдениями ·Отдаленная х-.под~система обладает .волна.вой функ
цией. Для упрощения ~будем также .считать, что измерения равноверо
ятны и еле.дуют черев одинюювые 1про1межу11ки ~ремени Лt. Тотда их 

t 
общее число Г = - 0

-. При указанных предположениях непосредс11вен-
Лt 

НО после v-·ОГ.О· ИЗtМерения ('Y=1l ... Г) IВОЛН•Овая фун.кция х-подсистемы 
разлагается ,по ·со1бс11венным фун·юция.м ~гамильтониаiНа fft о (х), домно
женным [ 1] на не.предоказываемые и неконтр.олируемые ~фазовые фак-

• 'V 
торы /'1а: 

'iJ'V (х, t) = ~са (t) iТJ~ 'i'a (х), 
а 

(4) 

где '1'}~ - случайна.я .величина, равно.мерно .ра1спределенная в и.нтер.вале 
(-оо, + оо). Истинное сред1нее о.пераrора L (х, t), 11е завиоящее от но
мера измерения, есть 

г r + ~ ('/'V J L l 'P"') = ~ [ + ~ с: (t) Сь (t) е- i(ТJ~ -ТJl> J ('/'а 1L1 'Рь)· (5) 
v=l аЬ v=l 

Вследствие не.ттредсказываемости и неконтролируемости .величин 

'l'JJ и 'l'}b, сум.м:ир·ование .по 'У· .вообще 1гmюря, ~перепутывает инде.ксы 
а: и Ь. ОТ1сюда следует, ·Что (-5) е,ювивалент.н.о (3). Поетому, даже есл11 
в ~промежутках ~между ИЗ1мерениям.и ~приписывать .волнО1Вую фующию 
отдаленной х-шо,ц.системе, 1В произвольном сегмеН'Те [О, to] она 1Не .может 
быть изолир0~ванной. 
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Особенно на1глядно отсутст.вие у ·отдаленной подсистемы волновой 
функции видно для стационарно-отдаленного случая, т. е. когда всякое 
измерение (сколь уrодн·о ·большого поряд1юsого но.мера), про,водим·ос 
в МО!Мент ·времени tE [О, to], при t0-+oo ~констатирует 1взаимоудален
ность да:НJной 1подюисrемы и фона. Предположим, ~что 

(6) 

;набор {~ь} предста.вляет собой совокупно·сть независимых <:Лучайных 
величИIН, имеющих одно и то же раапределени·е !Вероятностей, s часТJю
сти одни и те же 1математическ·ие ожидания 

и дисперсии 

+оо . '\' '\' 

Ss '-i<тia -ТJь> d .., d .., 
1е rta ТJ Ь 

-оо 

Мs~ь = ----.,.-+-"° ______ = баь 
ss а~ ariь 
-оо 

(7) 

(8) 

Для таких случайных величин при больших Г справедливо второе нера
венство Чебышева 

г 

Р { J + ~ 6~ - М 6~ь J < е} > 1 - v;;: (9) 
v=I 

каково 1бы ни было ~положительное •ЧИ!СЛ·О е. Из неравенства (9) следует 
г 

lim -
1 '\"1 ('IJ'I' 1 L l 'IJ'I') = \.--, 1 са (f) 1

2 баь (Wa 1L1 'l'ь)· (10) 
Г-->оо Г ~ ~ 

'\'=1 аЬ 

В пра~вой ча.сти ( 10) индексы а и Ь, оче~видно, неразделимы, за исклю
чением тривиально.го случая, 1кагда только одно Ca(t) отлично от нуля. 
Значит, .подсистема, вообще говоря, .не имеет .в·олновой функu:ии. 

Окончательно дела.ем .вывод: ника,кая реальная подси.стема, ~В то~ 
чи.сле и отдаленная, не .может ~быть изолирован·ной. 

§ 2. Уравнение для подсистемы 

Предположим, волновая фун·кция Ч' (х, у, t) из уравнения ( 1) 1Пр1и
на.длежит векюр1ному !ПpocrrpaiНJcтsy Q •обладающему '6а13ИIСОМ [2]. Это 
111·ред1положение э·к.ви.ваJН~IН11НО азаж.нейшему 1П1остуЛату 1Квантю1вой 
меха1Ники: []]р1иН1ципу 1СУ1Пер1П1оl3и~ции. Сомаюно 1П·осл.е,щнем1у, любое 
.состоя1ние .юва1нюво ~меха1ничес.КIQЙ !СИIСТеtмы 1мотно ,ра1соматривать tКаlК 
результат оу~пер•пооиа.щи 'д·ру~гих юос·юяний {3]. ПрИ'l-llЦ'ИIП су.пер!Пози
ции называ.ется та•кж•е 1по1стулат•ОМ разложи.мости, так ·Как он допус.кает 

разложение ~фунюции Ч' (х, у, t) .в ряд 1по некот1орой полной ор1юн·орми
рованной системе. 1В ~качестве последней tВсегда ,возможно .взять, ~напри
мер, сово.купность собстве.нных фующИtй эрмитова ·оператора. Посколь
ку в квантовой механике допускаются только гипермаксимальные 

э·рмитовы оператqры, т. е. та'Кие оnера'Тlоры, .для ·КО'ГОiрых .проблема соб
ственных значений разрешима [4]. Постулат разложимости необхо
дим для IСТати,сти~чеокого 1ИIСТОЛ1КО1ва1ния К•оэффици~Н"I'ОВ ра.зложен.ия. 
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Нельзя отказаться от этого постулата, ~Не затрагивая 1\оренных поло

жений ювантоtВой механики. 
При исследо.вани1и Ч'(х, у, t) буде.м считать х и t mара.метрами, 

доопределяющи.ми tфулкц.иональную зависимость, а у - mеременной. 
Таким образо.м, каждой точке у ста.вится 1В с·оответствие фун.юция 
Ч' (х, у, t), :при.надлежащая лространст.ву Qy. По определению Qy - ли 
нейное пространство, имеющее базис {Ч' n (у)}. 

Желая построить уравнение, 1сод1ержаще·е .кроме времени t кюорди
l'!аты лишь .вьщеленной х-подсисте~мы, но не фона, докажем ·следующее 
уг.верждеНJие. 

Теоре 1ма. Если справедли1во уравнение (1) и лра1Вило выlЧ.исле
ния средних (3), а нор:миро.ванная волнооа·я фун~кция Ч' (х, у, t) nри
надл€жит пространсТIВу Qy: 

'1' (х, у, t) С QY; ('1' J 'I') = 1, 

тогда выделенная х-подсистема описывается матричным уравнением 

[- -а]-+ {ft (х, t) - ibl iJt -ф (х, t) = О, 

а перенормированные матричные операторы дают среднее вида 

+ 
(~ l L I ~) = J ~ (х, t) l (х, t) ~ (х, t) dx. 

( 11) 

( 12) 

(13) 

До к аз ат ель ст в о. Учитывая условие ( 11) и данное выше опреде
ление пространства Q

11
, запишем 

'1' (х, у, t) = L "Фп (х, t) '1' п (у); ('V т J 'l'J = бтп· (14) 
п 

Здесь "l\J1i (х, t) иг.р ает роль коэффи~циента разложения .волновой функ
ции Ч' (х, у, t) по ортонормированному базису 1пр·остран>ст.ва Qy. 

В суперпозиции (14) содержатся и непрерывные, и дискретные зна
Ч·ения п, т. €. су.м,мир1ова.ние лонИ~мае11оя в обобщенном с.мысле. К·оrща 
индекс п mринад..леж.ит непрерыВ~Ному спектру, .вмесrо 1: лодразуме-вает-

п 

ся f dn. В слу.чае диокретных т и п бmn - символ Кронекера, ~в случае 
IНОО'j)€рЬ11Вных б-фу~нкция ДИJраtка б(т-п). tПЦ!I!ставляе.м (14) аз ИJСкод
ные IВЫраж~ен~ия ( 1) и (3). Дом нож а ем (1) 1слева на Ч'::~ (у) и лроводИJМ 
и.нтегр·иро1Вание 1по у. При этом, 1ка1к обычно, 1СЧИ'Га€м интегрирован.не, 
суммиро.вание и дифференцироsание перестановочными операция.ми. 
Получаем: 

~ 5 '1'~ (у) [ 5t (~. у, t) - in ~ J '1' п (у) dУ'Фп (х, t) = О; 
п 

(15) 

('1' 1 L J 'I') = S !: "Ф~ (х, t) '1'~ (у) L (х, у, t) '1' п (у) "Фп (х, i) dx dy. 
тп 

Преобразуем (15), вводя обозначения: 

Ш"п (х, f) = S '1'~ (У) :Je (х, у, t) '1' п (у) dy; 

( 16) 

Lmn (х, t) = S '1'~ (у) L (х, у, t) '1' п (у) dy. 
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Тогда запишем 

L [ Жтп (х, t) - in бтп ~ ] 'Рп (х, t) = О; 
п 

('!' 1L1 Ч') = J I: '\'~ (х, t) Lmn (х, t) 'l'п (х, t) dx. 
тп 

Определим квадратные матрицы 

fJt (х, t) = 11 ;Jtmn (х, t) 11; L (х, t) 11 Lmn (х, t) 11 · 

Введем вектор-функцию, представляющую собой столбец 

-+ 
'\' (х, t) = 11'\'п (х, t) 11 · 

Вследствие свойств ( 11) и ( 14) для функции ( 19) верно 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

где J - •ОЧе'ВИДН·О, едИНИIЧНаЯ ~Матрица. iC :IЮтМ•ОЩЬЮ ('18) И (19) ОТ (17) 
лег.1ю ~перейти ·к (1'2) И' (113). Что и треiбо.вало·сь до.ка з ать . 

В .полученно.м ура.внении (1lQ) .матричный 1rа.мильто·ниан fit(x, t) 
+ -+ 

зависит от .координат лишь х-,под.систе~мы. Zреднее (13), .где '\'(Х, t) 
-+ 

означает эрмитов•о-с·олряже.нную .вект.ор-.фунюцию '\' (х, t), .совпадает с 
-+ 

истиНJНым ·сред,ни1м (3). Поэтю1му '\jJ(x, t) допустимо интерmретировать 
КаlК обо·бщение ПО.НЯТИIЯ обычной IВОЛНОВО'Й функции .. 

§ 3. Исследование матричного уравнени.я 

Учитывая .структуру гамильтон1иана ;Jt(x, у, t), да1ваемую формой 
(2), · вме.сто ура~Внения (12) м.оокем з аписать 

-( . д )-+ . _ _, 
I fJto- inдt '\' = -F'\'. (21) 

-+ ~ 
Здесь подразу.мевается, что fJto, '\\J, F за1висят лишь от (х, t), а для 

кра11к·ости .в (21) ука·з анная за1висимость я1вно не ,выписана. Матрица 

F (х, t) СООТ>Ве11ст.вует тВЛИЯ.НИЮ фона на расс.матриваемую х-подсистему 
и образо.ва.на 1ст0глаан·о .пра.вила1м (16) и (18). 

Если оператор §t (х, t) - самосопряженный, то, используя обычные 
пр·иемы, нетрудно из (21) .получить ура·внение дЛ·Я етатистичес1юго о·пе
ратора R: 

-( д ) -I [Жo.R]-inдtR = -[F,R]. (22) 

Или в х - х' -представлении: 

[ie (х', t) R (х, х', t) -R (х, х', t) fft (х, t)] - in l ~ R (х, х', t) = О. (23) 
дt 

Взаюмодей1с11вие ·Операторов l и R о.пределяется ~выражением 
+ ,...,,, -:11- ,...,,, ... .... 

L(x', t)R(x, х', t)= '\'(x,t)L(x', t) . 'IJ(x', t). (24) 

~ ~1 



- --------------------

Вид уравнений (21), (22) ~показывает, что е'сли не учитывать фон, 
т. е. положить F=O, тогда .мы полу•чим лри.вычные QДномерные ура~В
нения юва1НТ<овой механики . Если же fфО, то надо принять во .внима
ние, что раз,мерн.ость уравнения для х-.подсистемы расщепля·ет·ся, а ди

намические lfiере.менные, соответсТtВующие рассматриваем.ой подсистеме, 
перенормировьuваются и становятоя .матричными. В том слу•чае, 1К1огда 

з га1милыониане ~выделенной ~подсистемы F мало ло .сравнению 'С 3С 0Т: 
F тп (х, t) « St0 (х, t), (25) 

тогда такая подсистема .ювазиизолирова,на. Приближе.нно ее можно 
считать изолир·оtВанной. Одна·ко интересно исследовать tВозможные спо
собы по,вышеН'ия точности 1при о.писании пр1едложенн·ой под·системы. 

Возьмем частный случай пространства Qy: ·сепарабельное ['Ильбер
то1ю пространство. В КtВанто.вой ~механике чаще .в-сего полагают, что 
11олно•вая фу1н0юция принадлежит именно этому .пространству. Но из
вестно [5], что ·в ·сепарабельно.м гильбертовом tПространст,ве непре.меннu 
существует ,не более чем счетный ~базис, т. е. последовательность ин
дексОtВ п tВ .полной <Jртонормированной систем.е {'1' n (у)} конечна ила 
сче-rна . Стало ·быть, размерность ~матричного ураtВнения ( 12), или (21), 
тоже либо t1юнечная, либо ~счетная. В та.ком случае чтобы ло.высить 'СТе
пень приближения для к0вазиизолиро.ванной .под1систе.мы, над·о повы
сить матричную раз1мерность ура1внения (21). Последнее Qсуществляет-
с.я за sсчет соответствующего моделирsо•вания, взаи.модейст,вия F(x, t) 
фона с выделенной подсистемой. 

Продемонстрируем сказанное на примере 1электрона в електро
магнитном поле, зада1ваоемом электричес0к.им и ~магнитным потенциала

ми Ф(х) и А(х). IB ле.рвом .при•ближении F=O, а в качествеStо м·ожно 
:взять, например, 

р2 

f'ft0 =eФ+--; 
2т 

е 
р =р- -А. 

с 

Получаем вместо (21) уравнение Шредингера. 
Вводя обозначения 

(26) 

(27) 

rде rof; А есть j-тая проекция rot А, получим более высокое приближение. 
Подставляя в (21) ;Jt0 из (26) И 

(28) 

получим уравнение Паули. Еще точнее можно х-подсистему (здесь, элек
трон) описать, задавая 

и конструируя матрицу 

532 

р2 

e4 =-mc2--
2m 

(29) 



f 81 о 83 82 ) 

о 
. 

- 81 82 -83 
F= 

о 
, (30) 

83 82 84 

• о 82 -83 84 } 

.в этом слу1чае ура1Внение (21) превратится .в ура.внение Дирака. 
Итак, в указанных условиях для получения высших приближений 

при описании tВыщеленной .квазиизолиро1ва1Нной ~подсистемы достаточно 
повысить раз1мерност~ь 1матричвоrо уравнения (21) . 

Автор :признателен пр·оф. Я . П. Т~ерлецкому 13а неоднократные об
суждени1я р аlботы . 
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