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ЖИДКОСТИ (НЕ4) 

Исследуется гамильтониан, описывающий систему взаююдеi!сrвующих фононов. 
(квантов звуковых возбуждений плотности) в жидкости. Показано, что приведение· 
его к нормальной форме позволяет систематически учесть вклады от ангармониче­
ских членов любого порядка в свободную часть гамильтониана и во взаимодейст­
вие. На основе нормализованного гамильтониана рассмотрена дисперсия фононов в. 
жидком Не4. 

!При исследовании элементарных возбуждений в жидком Не4 пр1r 
нулевых [11, 2] и низких теМtпературах [3, 4, 5] 1Ши.рок·о используется 
квант.с)lвая .ги.дродина·мика Ландау [6, 7]. Изучение первого зву.ка .в 1rе­
лии .приводит к но,1юй формулиро,аке (см. § 1), квантования .коллекти1в­
ных движений классической ежи.маемой жидкости, 'Позволяющей легко 
перейти к предста.вле.нию .вторичн·ого квантавания (фононам) и при.ме­
нять хор•ошо из.вестные ·Мет.оды временной [2] и · тем1пературной [ЗJ 
те.арий возмущений. При э11ом обычно в гамильтониане ограничиваются 
ку1бическим ангармонизм•ом во взаимодейсwии фононов [2-4], и лишь 
в [5] рас·с·мат.риваютс1я и четырехфононные .взаим.од€йст~Вия (Халатни· 
ко,в [7] рассматривал только мно·rофононные процессы рассеяния). 

В § 2 1прО1в оди'Г'С61 аtНализ 1гам.ильтониана 1К1В антовой гидродина.миюr 
в акустическом приближении, лостроеннсго в § 1, и предлага.ется ~метод,_ 
поз.в.оляющий 1систе·матически учитывать .в.клады ангармони•ческих чле­
на.в высших порядко1в .в диагональную часть rгамильтониана и !ВО взаи­

модействие. У-станоолено также, что ,при ЭТ<ОМ поя.вляются .недиагональ­
ные члены, ссот·ветст,вующие дву~фононному .взаимодейсТ!вию, ко1'орое­
ранее не рассматривалось (см. [2-5]). На основе .преобразованного.· 
таким методом ~гамильтониана с ~помощью теории возмущений Беляе.ва 
[10, 11] в § 3 иссл-е.дуется (.в пе.рво,м приближении) диС'персия спектра 
фононо,в .в жидюом Не4 (Т = 0° К) [2, 7]. 

§ 1. При ювантовании д.вижениlЙ жид~юсти Ландау [6, 7] исходиl!· 
из гидродинамического гамильтониа.на 

S 
.... ( l .... .... ) s .... .... Н = dr 2 vpv+pE(p) = dr;Jt(r), (1~ 

.... ~ 
где р (r), v (r) - локальные nл.относгь и с•коросгь, а Е (р) удельнаil 
в:нутре.н:ня~я энерrгия. 1В10в1бу~ж:денными со:сгоя~ншями 1систе~мы (>1) являют--
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сп ·~олебания плотности, т. е. звук. К'Вантоsание таких коллективных· 
д~вижений жидкости (т. е. ~построение акусти1чес1юго приближения .кван­
товой ,гидродинамики), приводящее 1К представлению о фононах, можно 
провести более простым, чем ·Метод Ландау (ем. также замечание п 
[8]) , каноническ.им сn~осо·бом. Для этого RВедем .коллективные коорди-

-+ --+ 4-

наты локальной плотнvсти и потенциала с~к.орости <p(r) : v (r) = gradq>(r), 
которые явля<Ют·СЯ 1канониче-ски сопряженными бL/б~=р, г.де 

р 

1 Р-Р0 Е(р) = dp + Е0, 
• р2 

(2) 

Ро 

р0 и Ро=Р (ро) - ра1вно.весные зн а1чения лл.отности и давл·ения, а 
Е0=Е (ро) - ра1вноsесное значение удельной .внутренней энергии, кото­
рым в (1, 2) ~можно 1прен~бречь, так ·как рассматри.ваются 111ишь откло­
нение .системы от ра1вновесно1го состо1яни~я. tПо -гем же причинам плот­
ность гамильтониана ( l) t11редставим 1В виде раэложения по степеня.\1. 
(р-ра) [7]: 

{
1...,,...,, l(c2) } 

{ft = Шо + Шз + Jf4 + "· = 2 V ер Ро vep + 2 -р- Ро (р- Ро)2 + 

+ --vep(p -Po)vep + - - - (Р-Ро)3 + {
!...,, ...,, l(d с2) } 
2 3! dp Р Ро 

{ l( d2 с2) } + 4\ dp2 -Р- Ро (р - Ро)4 + . . . ' (3) 

( ) ( 
dP ) '/, • 

где параметр с р = dp есть скорссть звука в 0классическо·и жидко-

сти. Кванто.вание систе.мы с плютностью .гамильтонина (3) 1пр .оводится 
теперь каноническим спосОlбом, т. е. объя.вляя коллектианые .координа-

-+ .... -
ты р 1 (r) = ·p(r)-po и <p1(r) операторами, 1которые лодчиня<Ются переста-
новочным ооотношениям: 

.... -+ 11 ...,, ... 
[Р1 (r) Р1 (r')] = -. б (r- r'), 

t 

-+ -+ -+ -) 
[Р1 (r) Р1 (r')] = О, [ер (r) ер (r')] = О . (4) 

-> -> 
Полевые операторы р1 (r), ер (r) легко выражаются через бозе операторы 

рождения- уничтожения а~: 
k 

где V - объем системы, а с0 = -- '. Пространство ( 
dP )'/ 
dp Ро 

ся из вакуума 1 Ч' 0) действием операторов рождения a't. 
лении оператор гамильтона 

(5) · 

состояний строит-

В этом представ- . 



S 
..... -+ 

Н0 = ;ft0 (r) dr (6) 

'Описывает идеальную бозе-систему квазичастиц с линейным спектром воз­
-буждений (фононы): 

'"' - -+ ( + 1 ) Н 0 = .~"/1с0 1 k 1 ak ak + - , 
1 2 / 

(7) 
-+ 
k 

.а остальные члены разложения (3) взаимодействие между ними: 

(8) 

Член Н3 соответствует кубическому ангармонизму (3), т. е. трехфо­
:нонным процессам взаимодействия: 

Н п описывает многофононные взаимодействия с четырьмя и более фонона­
ми в вершинах (п > 4): 

п 

Н =-V ---- --0
- • (k ·)' l• (a-k. + ak.) Х J ~ ( dn- 2 с2 ) ( np )'/ П + 

п п! dpn- 2 Р Р о 2coV J J 1 
-+ -+ j=l 
k1 •• • ·kn 

..... -+ .... 
Х Л (k1 + k2 + ... kп)• (10) 

Выражение (9) можно ср азу привести к нор м альной фор1ме: Нз: 
(см . [9]) простым ко.ммути.рованием с у0ч етом тог.о, чт-о ~Юоэффициенr 

~ ... -+ 
.перед опе.рат~0рами пропорционален (k1k2k3)'1• Л (k1 + k2 + k8): 

+ эрм. сопр., (11) 

·т. е. трехфононному взаимодействию соответствует два типа вершин (см. 

рис. 1), где и= ~с~) : 
Со dp Р о 

---g~l) (k, q) = ( ~~: )''' (kq 1 k-ql )'!. [ 2и ;- 1 
- cos_(k, q) J • 

(12) 
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.......... .......... 

g3 (k,q)= --0 (kqjk-qJ)'l•[2cos(k, q) + cos(q,k-q)+2u-1], (2) _. -+ ( fiЗ С )'fz -+ ..-. -+ -+ --> --> --> 

32р8 

11оэто.му ИI1Норирование 1Бзаи~модейсТ1вия через !Вершину g~1 > (k, q) при­
водит, например, 1К н€.Полной перенормировке -скорости фононов ~в ра­
боте [3] . 

fзlt) ~/1) ~ ~ 

~= -/+-/+~+ ... 

Рис. 1 

§ 2. Основным методом исследования структуры фонон-,фононно·rо 
взаимоде.йстви.я (8) будет при.ведение га·мильтониана взаимодействия 
к нормальной фор1ме .с помощью теоре.мы Вика о •спари.ваниях [9]. 
Применение етог.а метода к .д•вух•частичному ~Взаимодействию фермио­
НОIВ ·сразу :поз1во11Iяет из взаимодейст,вия выделить ~члены Хартри-Фока 
и поправки к энер.гии осно1вноrо С·остояния. Совершенно анал·о.гично 
этот подход •позволяет взаи.модействие Н, (8), содержащее в ·Каждом 
Hn 2n .р азличных Чlliенов, предста.вить в виде нормальной части :Н 1 :, 
в котор01й уже каждому а.нгармониз.му соответст.вует лишь n+1l раз ­
личных типо1В взаимодейс11вия (п~4): 

: Н п: = (-vl )n-2/2 '\'1 1 ( dn-2 с2 ) 
~ --;;\ dpn-2 р Ро Х 

-+ -+ 
k 1 ••• kп 

;и суммы членов (также в нормальной фор·ме) со ~всевозможными спа­
·ри1Ваниями. Так •как спаривание двух опера'Горов ра.вн·о оередн~му по 
основному состоянию (вакууму), 'ГО единственным отличным от нуля 
спари.вание.м для фа.ионов будет 

+ + -+ -+ 
ak ak' = (11'0 1 ak ak' 111'0 ) = Л (k- k'), 

КО'Горому на диа,граrммах (рис. 1-6) соот.ветствуют замкнутые [Jетли 
k4 

и сопоста.вляетс·я фактор V-0 
. 

8л:2 
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Спари1Вани•я в членах 1вза.имодействия с нечетным число,м фононов 
привод~ят к :перенор1ми.ровке .величины вершин .более низ·кого порядка .. 
Такой способ у1чета ангармониз.мов высших ·поряд>К<)IВ приводит, напри-

о 
+ ••• 

Рис. 2 

мер, к из·менению вершин треХJфон·онного взаимоJI.ейст.ви~Я ( аналоги1ЧН'-> • 
изменяются s ·ce ·нечетнофонюнные .вершины): 

., ..... 
R::' ,~~ Со с. 

·· ~ • • • • " + ··о- + - gc + •••• 

Рис. 3 

- 1 ~ -(1) .... .... + + + -(2) .... .... + + 
Н3 = -Vv ~(gз (k,q)ak-qaqa-k+gз (k,q)ak-qaqa:) + эpм . сапр." 

........ 
kq 

g&l,2) = g&l,2) (k, q) + a~l ,2) ( dn-2 сз ) -- ----- х 

n! dpn-2 р Ро 
n=5,7,9". 

п 4 

( Ь )2 -> -> ( k )n-3/2 Х __fo_ (kq 1 k - q 1'1. _о • 
2с0 s:n:2 

(14}· 

которым соот.ветстsуют диаграммы рис. 1, факт.ары а~1 • 2 > определяют 
числ·n 1вклад·ов от спари·ваний .в ·соо11ветствующие диа,гра.ммы, а k0 -

••• 

РИ'С. 4 

обреза1Ющий азолновой вектор ~фононов, характерный для гидродинами­
ческого ,подхода [2] (с.м. таюке [1, 11, 7]). КоличесТ1В·О линий, выходя­
щих из вершин, и их напра.вле.ния на диаграммах (см. рис. 1-6) 
оnределяютоя числ-ом операторов рождения и уничтожения во .взаимо­

дейст.вии, для эр.митов·о •сопр яженн!QtЙ части напра.вления линwй меня­
ютс1я на 1ПрОТ1Иtвошолож1Ные. Нетрудно та1кже замети1Гь, 1Ч'ГО и.з «шойства 
вершин: g~>,....., (k1k2 ••• kп)'I• еле.дует, что диа1граммы с одним свобод-

ным 1юН1Цом ~вклада во 'Взаимодействие не дают. 
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Обратимся к члена,м ,вза имодей.ствия с четным числом фонон01в. 
В первую 01чередь полные спа.ривания .в членах ·С равным числом опе­
раторов рожд€ния и уничтожения 1при.вод.ят к изменению энергии 

юсновного состО1яния Е0 = + ~ nc0k (см. рис. 2): 

-+ 
k 

Ео = Ео + ~, V ~ ( dn-2 !_) ( tipo )п/2 (-'1_)п/2. (15) 
.l..J п\ dpn-2 Р Ро 2со 8n:2 

n=4,6,8". 

g:зJ 2~зJ g:ч) g:s} 

*=X+)R(+)t+ ... 
Рис. 5 

Кроме того, спаривания в четных членах (10) 1ПрИ1в1од1ят к изменению 
скорости зву·ка за ~счет ангармонизмов :высших порядков (рис. 3) (чл€­
ны Хартри-Ф,ока) 

Со= Со+ ( 
k4 )n-2/2 ...!!:.__( dn-2 cz ) (~)п/2 _о 

n!n dpn-2 р2 Ро 2с0 8n:2 
(16) 

n=4,6,8 ... 

и поя1влению вершин с ДJвумя авободными конца·ми (рис. 4), т. €. к но­
вому типу взаимодействия: 

( 

k4 n-2/2 
_d_n (-d_n_-2_ ~) (-ti_Po_)n/2 _о_) а+ а++ эрм. сапр. 
nl dpn-2 Р Ро 2со 8n:2 -k k 

k n=4,6,B". (17) 

Так же, как и .вершины ( 14), измен~яются вершины с четным чисJюм 
св-ободных к.онцо,в, на,п.ример вершины ·четырехфононного взаи.м,одейст­
вия (рис. 5): 
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(18) 

(i = il ,2,3). 
ФаК!оры Ь 11 , е11 , d11 и t~> определяют число вклащо.в в сооТ1ветст- · 

ву1Ющие диаграммы . 

lk п 11) lk (1 

/k-ql ~Б3 -lk Hjl w; ~ 
,' //< lk /k-Cjl lk lk -ql 

3 

. l:"Oк..wJ=~+ Ч1+~+ -1k+q1 
- ~, а/ Йз 2з -О/ 3 , 

] gj 1k 1 е3' ("' 1к 

Рис. 6 

Таким образо1м, .гамильтониан фон•онов (7, 8) ·Приводится 'К более 
обозрим.ому и удобно.му щ1я при·менения теории 1ВОЗ1мущений виду, при-

чем •взаим·одействие Н1 имеет простую структуру .нор,мальной формы 
( 13) плюс члены .взаимодейств'ия но·вого типа ( 17): 

а диагональная часть Но определяет.ся 1(7) и членами Хартри-Фока, 
изменяющими величину со (16) и (15): 

(20) 
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Способ .вычисления вершин g~> на •основе (10) при.веден ~выше, так как: 
(14) и (18) до1вольн·о пр.оста обобщаются для любог.о п. Наwболе'= 
сложным явл1яется подсчет факт.оро.в а~>, Ьп, еп, dn, f~> •который про­
водится непосредственным пересчитЫlванием спарива.ни·й в членах (10) 
с помощью те.оремы Вика. 

§ 3. От 1Взаим•одействия Н2 невозм•ожн·о иЗlбави-гься 1с помощью. 
известного цреОlбразо.вания Боголюбо.ва [9], так ·ка.к при этом нару-

lq/lk,(,,J) lG(lk,CJJ} ~ i.G ( lk, (J)) 

" < (J =. " ·+---t t~ t t' 

ls(1k,w) LG0 (-lk,-w) 

" < > 11 = a::z:::::::::q 
t t' t 

--- + a:::::Z::=t 
t, t' t, 

Рtис. 7 

t' 

t' 

ша·ет-ся пр<0стаtЯ •структура остальной части ~взаимодействия ( 19), п.оэто­
му теория .возмущений д111я Т=0° К, с ~помощью ~отарой в настюящем 
пара~Графе будет исследована дисперсия iфононоо, принимает .ос·обу!(} 

фор,му [10, 11]. Ура.внение Дайсо.на для системы Н0+Н1 (11'9, 20) заме­
няетоя двумя уравнения1ми Беляева (рис. 7): 

-+ -+ -)!. +..... -+ _ ....... 
G (k, ro) = G0 (k, ro) + G0 (k, ro) ~11G (k, ro) + G0 (k, ro) ~02G (k, ro), 
--+ ....... --+ -+ -+ 

G (k, ro) = G0 (- k, -:ro) ~!iG (k, ro) + G0 (- k, -ro) ~20GJk, ro), 
(21)· 

+ -+ 
где ~i1 = ~11 ( + k, ± ro) - обычная неприводимая собственно энергетичес-

-+ -+ 
кая часть (массовый оператор), а ~02 (k, ro), ~20 (k, ro)- массовые операторы" 

~--> 

учитьmающие новый тип взаимодействия Н2; G(k, ro) - Фурье-абраз 
аномалЬ1rюй ф')'iНIКЦИ:И ЛрИIНа Ulil], :~ююрая Оl'Глmн.а .от ~нуля та1кже бла-

г.о.даря 1Взаи1м·одействию Н2: 

~ -+ I ('l'o 1 Tak (t1) Sa_k (t2) 1 'lfo) 
G (k. t1 -t2) = -. ----,----

i ('l'0 jS\'l'o) 

где IЧ'о>l-вакуум «голых фононов (см. § 1), а ~S-матрица рас-. 
сеяния [9, 11]: 

-оо 

i- l- i- i-
- y;Hot - -hH0 t hH0t -hH,t 

H;nt (t) = е Н1е a±k (t) = е a±ke 

Если учесть, что=свооодная функция Грина G0 (k, ro) (рис. 6) имеет вид [2]: 



..... 
0 0 (k, ffi) = ------ ..... 

ro-ro0 (k) + iб 
..... ~ .... 

"Гогда, разрешая систему (21) относительно G(k, ffi) и G (k, ffi), получим: 

~ ..... I: 
G(k,ffi)=-----------w--------~ 

[ ro -+ <:I:t- :I:ll) J2 -[ ffio ck) + + <:I:t + :I:!i) J2c+ :I:o2:I:20 

(22) 

Энергетический спектр взаимодействующих («одетых») фононов определяет­
·СЯ особенностями полных функций Грина (22): 

[ 
..... 1 + ..... ..... ..... .... ]2 

(i) (k) -2 (~11 (~, (i) (k)) - ~ll (k, (i) (k)) -

[
- .... 1 + --+ -+ ]2 

- (J)o (k) + 2 (~11 (k, (i)) + ~ll (k, ffi)) + ~02~20 = О. (23) 

Если в 1ма1с:сооые 0001ера'11QРЫ ~11. ~02, ~20 у,че0сть вклщды только от 
;х,иа .грамм рис. 6, то из уравнения (122) получи1м спектр взаи.мод·ейст­
В) ющих фононов !В первом ·приближении, т. е. с :дисперсией и перен·ор­
миро.вкой с.корости. со, пропорциональными li, та.к как вклады от всех 
диагра!Мм (рис. 6) имеют одинаковьnй ,поряд'ок . .Вычисление неприводи-..... 
!МОЙ 0собсТ1Венн.о энергетиче0ской части ~11 (k, ffi) в·о вюром пор~ядке те.а­
рии ~возмущений в приближении треХJфононного ~взаимодействия прове­
дено в ·[Q]. Пра~вила со·ответ·ствия .в диаграмм.ной технике для треХJфо­
нонного ~взаи1мо\ll,еЙJс11вия (.12) имеют особенно·сть 1, ~состоящую 1В том, 
что лишь поло.вина в•кладо.в от диагра,мм, соответствующих ~11 ( ри с. б), 

про.порционалына g~i> (k, q)g~i) (k, "(/), тог.да ка.к вт·о ра1я (из-за ,пере.крест­
ных спариваний) пропорционал ьна g~i> (k, q) g~i! (k, k-°i}. Т. е. одн.ой 
из tВершин .в диаграм.мах ~1 1 лишь ,в половине вкл адов соп·оставляется 

( ')' ......... обычный фа.ктор - 1- VV g~> (k, q), ДJJ Я дру,гой половины в ето.м 
.... ..... ..... 

факторе q заменяется k-q. Учитывая эту особе.нность диаграммной ..... 
rехн·ики, для ~11 (k, ffi) получаем выражение 

~ (k, ffi) = ~ _1 ~ g~2) (k, q) (g~2) (k, ~+ ~~2) <k. k - ~) + 
11 n V .... ro2 - (roo (q) + 

q 

+ Зg~l ) ck. q)(gз (k, q) + g~l) <k. "k-ifl> (ffio (~ + Wo (k-°Q)). (24) - ........ + roo (k -q))2 

Из (24) следует, что ~J'i = ~11. т. е. уравнение (23) для спектра ffi прини­
мает вид 

-+ --+ -+-+ -+-+ -+-+ 
ffi2 (k) = [ffio (k) + ~11 (k, ffi (k))]2 - ~02 (k, ffi (k)) ~20 (k, ffi (k)). (25) 

-----
1 Это 111е учтено в [3], хотя перекрестные-хронологические спаривания изменяют 

? .... 

величину вершин gЧ·2> (k, q) и в коллинеарном приближении (см. (Аб) в [3]). 
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Решение уравнения (25) вызывает большие трудности, поэтому мы огрю:!И­
чимся вначале случаем k « k0 (§ 2), когда выражение (24) можно перепи­
сать в следующем виде: 

~ - л-;;-2. 'k [(и+J)2+-1 (u-2)2]k
2
q3(k-q) 

(k, (!)) ~ о ~ dq 3 + 
11 (4:rt)2 Ро 2 -2 

о w -с ok2 

lic2 +1 
ko kqs [4 (и - 1)2 + -1 (2и - 1)2 + л. (2и - 3)1 

+ о s dЛ. s dq 3 • (26) 
32 n2p0 w2 _ 4;;'2q2 

-1 k о 

В .пер.вом интер1вале 1мы •воопользовались ·коллинеарным .прИ1бли1жением 

-------(Л. = cos (k, q) ~ 1), так как при q<k знам·ена11еJ1ь в (Q4) имеет острый 
(шириной ~) минимум при Л--1, .во вторrом интеграле .мы ноапользова-

-+ 
лись условием k«ko и те.м, чтt0 ·по q .ведется интегрирование, т. с. --- --- ---- - - -- - -t-cos (k,k-q)~cos(k,q)и cos(k-q,q)~-1. Тогда из уравненИrя ('26) - -масс·о·вым о.пера11ор·ом (26) и ~02 (k) = ~20 (k) (рис. б) полу.чим для 
спе·ктра взаи1модействующих фононс1в выра.жение 

(27) 

где 

nk~ [4(и-1)2 ++(2и-1)2] 
а = - ' 

128ро Cren (2л:)2 
(28) 

ti ( 4 (и - 1 )2 + + (2и - 1 )2] 
6 = ~~---=--------

_ lik~ [ 4 (и -1)2 + + (2и -1)2] 

S = С - • 
2poc;en (32:rt)2 о (l 6n)2 Ро 

Из (Q7, 28) следует, что взаим.одейстuзие фа.ионов (рис. б) приводит 
не т<0лько к ·пер-енор.миро.вке сюоро.сти «голых» .к,вазича•стиц, но и к дис­

п-ерсии ·спектра, 11юторая обес.печивает у,стойчивость одн1офононно.го 
состояния (Т =0° К) относит-ельно распада, ;что подтверждается :эк·сп-е­
ри1ментами [ 12) .при T-r(f' К. От.к.лонение •от линейности спектра реаль-

ных фонона.в в жидком ~гелии ( ::
2 
ш (k) < О) ·обеспе~чи.вает кон€Ч­

ность сечени~Я фонон-tфононн.ого рассеяния, ·на чrо впервые указали 
Ландау и Халатни.ков ~при ,ра·счете вяз.ко.сти \Не4 [1JЗ). 

Реша.я ура·внение (25) в 1'ОМ же при1ближении (26), для случая 
k--ko получаем 
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-- -(J) (k) = Creпk(l - y'k2
), (29) 

[ 1 ] [ 1 ] )2)1/2 , =( h~ (и + 1)2 ~З(2и-1)2 
+k

4 
(--.:~ (и+1)2 +а(2и-1)2 

У 80poCren (2Л:)2 О (8Л:)2 PoC";en 

Спектры перенормиро1Ванных .в первом приближении ~фононов (27) (без 
логарифмического члена) и (29) соВtпадают со 'спектром, предложен­
ным !В [ 13]. Анализ экспериментальных данных показывает [ 15], что 
закон дисперсии ,...__Crenyk3 наиболее точно ооот,ветст,вует на1блюдае­
мо~у откл·онению спектра фон·онов •от линейности (112]. Величины дис -

персии (28,29) при ро=О,15 г/см3 Cren=2,38· l05 см/сек и~2,7 (7], 
du 

р-='3 (5], h~o,1 1 и k0 ~1A-1 равны 
dp 

у~ 2, 7 · 10-18 см2 , у'~ 3,2. 10-18 см2 , 

т. е. находятся !В хо.рошем согласии с современными~ да•н1ными 1 [14]. 
В заключение необходи1мо отметить, что обсуждение дисперсии л 

других свойст.в (3_J5] .фонона.в на юс,на~ве нормализованн.ого гамильто-
1шана (19, 20) ~явл ,яется .более тDЧным и последовательным, та·к как 
поз·воляет полностью учесть все вклады от многофон1онных процессов 
данног·о порядка, прежде чем переходит-ь к ~высшим приближениям 
(см. (3, 5]). 

Автор выражаеr 1бла1годарность проф. Я . П. Т1ерлецкому за помощь 
в работе и 1Д•DЦ. И. А. ~ва,сникоJВу ва, !Полезные оiбсуждения. 
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