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УРАВНЕНИЯ ФАДДЕЕВА В КООРДИНАТНОМ 

ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

В работе проводится совершенствование метода многоканальной связи на 
основе использования фаддеевскоrо формализма. При этом исследуются уравнения 
Ф<Зддеева в координатном представлении и ·приводятся методы их решения (nрямой 
и вi!ри ационный) . 

Предлагаемый подход 111озволяет естественным образом учесть каналы перерас
преде.1ения и развала, описание КО'J\орых вс'J\речает известные трудности в форма
лизме много1<анальной связи. С другой стороны, появляется возможность проследить 
механизм реакций, использовать локальные потенциалы (в том числе и потенциалы 
с кором), что не всегда удается п.ри решении уравнений Фаддеева в импульсном 
представлении . 

Введение 

Последние достижения в исследовании ядерных реа,кщий и .в фи
зике малонуклонных ·систем связ а ны, во-перtВых, с сюзданием ряда 

·лриближенных метюд•о.в решени,я уравнения ШрединJ.Тера [11-4], во-вто
рых, с разработкой и совершенствованием ,мет,одов решения систе1~ 
инте.гральных ур а·внений Фаддее1ва [5-7] . 

Перечисленные ,ме1'ОJJ.Ы успешно применялись для о,писани~я опреде
ленных типов задач. Так, н апример, формализм мноnокан альной связи 
[ 1] , поз.воляющи~й на1глядно тра1КТ•о,в ать мех анизм ре акщии и обладаю
щий сраtВнительно1й пр·остотой, исiПользо.в ался дл1я опи,сания я:церных 
реакщий . Однако последювательный учет кан алов лерераспределения , и 
в особенности канала развал а, встречает в р амках этою фо·р~малИЗ1ма 
известные трудности [2, 3, 9] . 

Уравнения Фаддее.ва, которые, •к а к ·пр авил.о , решают .в и.мпульсном 
пре.Д~ст а1Влен,ии, н аиболее еффе.кти~&ны ·в тре~частичных в ада~чах. Но 
решение этого кру~Га з адач не исчерпывает основных Д~остоинств ура,в 

нений Ф аддее.ва. tВ1полне .возможно, •Что ур а,внени,я Фаддеева будут 
более эффектИJвны для ·о.писания сл·ожных систем (н а прИ~мер, рассе1яние 
на сложных ядрах в трехrчастичном приближении), iюскольку уравне
ния Фаддеева последо.вательно учитывают каналы перераспределения 
и развала . 

Для ·рассмотрения таког.о типа ре акций м,ожет оказ аться 1Полезным 
исследов ание ур а.внений Ф аддее.ва 1В ,координатном представлении. 
В этом случае наряду со строгостью уравнений Фаддее~ва поя.вляется 
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возможность проследить механизм реакций, по.следо'Вательно учесть 
всооозможные •каналы. Кр1J1ме того, .возникает ряд преИJмуществ в ме
тоде решени.я уравнени•я Фаддеева по сравнению с метода.ми решения 
в импульсн·Оlм представлении. · 

в rпер.вом ·разделе этой ра1боты кратко обсуждаются уравнения 
Фаддеева .в ·координатно·м .представлении, во второ.м - пред.пагаются 
методы их реше.ни.я; .в третьем разделе приведен вариационный прин
цип для уравнениlЙ Фа~еева. 

Уравнения Фаддеева в координатном представленюt 

Ура.внения Фаддеева 1в ~оординатном представлении в операторной 
форме имеют следующwй вид [5~6]: 

(1) 

3 

Здесь Ч' = I: Ч'' - полная волновая функция трехчастичной системы, 
i=I 

Ф' - собственная волновая функция асимптотического гамильтониана Hi = 
= Н0 + Vi, Vi -потенциал взаимодействия между частицами j и k, 
Gi - соответствующая функция Грина 

Gi = (E-Hi + ie)-1• (2) 

Уравнения (1) О1писываКУГ рассеяние с.вободной частицы (а) на 
двух други.х частицах, находящих.ся в .связанном состоянии. Аналогич
ный вид имеет система уравнений, описывающа•я рассеяние трех ово-
бодных частиц [16]. . 

Для исследования системы уравнений ( 1) используем Я•вный вид 
функций Грина [8]. 

(3) 
-оо 

(5) 

Здесь Pi > и Pi < - это соответственно большее и меньшее из р1 и 

р;, k = , f 2
µi (Е - е). x,kf,> и 'X.kt· - два линейно независимых реu1ения v ti 2 L L • 

уравнения 

ч· +[k2 -(V·+ ·zi(li+l))]x. =0 (6) 
lvk/ i L 2 _,kl/ ' • 

. Pi . 
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и определены своими асимптотическими выражениями 

(7) 

'Хп~ (Pi) - решение уравнения (6) в дискретном спектре . 
i • 
Используя соотношения (3- 5), уравнения (1) перепишем в виде 

(8) 

где 

i 1 . . k j 
1 L·M· /.т. (RipJ = dQ-.dQ-.YL .м.Yz .m. RiPYi (Ч' + Ч' ). 

1 1 1 1 ~ Ri Pi 1 1 1 1 
(9) 

Система урав.нений (8) лозволяет .на1глядн·о тра•ктовать механизм 
реаюций. Так, .второе слагаемr0е ·описывает прямые (перераспределен
ные) .каналы с .возбуждением , последнее - описывает канал ·раЗiвала. 

Уравнения (8) •позволяют е1стественным образом исполь·зо.вать ло
кальные ,потен~циалы, интерес к КО'I'Орым в последнее ~время зна0читель

но .во.зр.ас. 

Кр·оме т.ого, .в полученных уравнениях нет трудностей в использо
вании потен'Циала с .к·ором (1бесконвчной се.рд'Цевиной), 1юторые воз.ни
кают при ре1Шении зада•ч метюд.ам мно.гоканальной св1я зи [4]. Действи
тельно, двухчаСТИ'ЧtНЫЙ m·отендиал Vi интегрируется С .ВеСОМ /ВОЛНОВОЙ 
функции Хпz1 (Xkz), ·~От·орая .является решением ура.внения (6) с ети1м 
же потенциалом. Аналогичные рассуж.ц.ения справедливы и для куло 
новскою потенциала, в ~случае, когда .канал ра Зiв ала закрыт 1• 

Методы решения уравнений Фаддеева в координатном 
представлении 

Уравн.ения Фаддеева (8) Я~вл•яются системой многомерных инте
гральных ура1Внений, решение ~отюрых на ,пер.вый S1згляtд •В·есьма слож-

но. Однако мr0жно в·осполъзов а'flься тоем с.нойсrnом, что .функJЦии l iLiмi zim 
в (8) явл1яются квадратично интегри•руемыми по обеим переменным 
(Ri и Pi), т. ·е. 

( 10) 

при условии, что при pi -+ОО потенциал Vi спадает быстрее, чем 
PI 

Тогда Jiiмi z1mi можно разложить в двойной ряд Фурье: 

( 11) 

1 Трудность в использовании кулоновских потенциалов в методах многока.наль
вой связи обсуждал.ась в работе [3]. 
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Подставляя (11) .в (8), мы получИJм решение уравнений Фаддеева, .вы-
АL.м.1.т. б 

раженное •Через неиз1вестные кон.станты 11~ i i i и .к~0м1 ина1цию извест-

ных фунюцИJй. Найденные Чfi mодста1вляются в обратное Фурье-преоб
разование: 

А~~мt 11т1 = S dR1dp1cp;cp~ S dQ~dQ~R1PYi ('Yk + Ч.Тi). (12) 

Таким образом, приходим к замкнутой си~теме алгебраических уравнений 

на коэффициенты A~ti 11т1. 
При 1пра1ктически.х 1ра1очета·х удобно ~перейти tК :пред.ста1влению 

полного мюмента [9]: 

Iiiмt limi = Е ct;'ki l1т/t~i' ( 13) 
LM 

где ct;'ki l1'mi - .1юэффициенты Клебша-1Г·ордана. в Э1'0М случае полу
чаем системы алгебраических уравнений на ·коэффициенты At~1111v для 
каждого фиксированного .знач·ения 1полн·ого · мюмента системы L и его 
nроекции М. Это позволяет значительно ра.сширить еффективность ме
тода, поскольку поя.вляется .во31можность оставить боль1Ше членов н 
разложении: 

(11 ') 

при тех же зн ачениях Lili. 
ALM 

Отметим, чr<о пос.кольку коэффи~циенты разложени•я Li 1111v не за-

висят от числа учитЬ!1ваемых каналов (п), то порядок матриц ,в систе
мах алгебраических уравнений не зависит от (п). !Поэт.аму нам ·Кажет
с·я, что предлагаемый метод о.ка*етоя •более эффективным при расчете 
сложных систем (с большим числом уро~вней) 1в трехча.стичном при'бли
жении (ра·ссеяние на сложных ящрах). 

С друлой стороны, такой подход нвляется более практическим при 
учете 1ка1нала раз•вала, mоокольку 1в э·юм ~случае овойс1'.венные ура•вне

·Ния1м Фаддее1ва .в и.м1пульсном 1приближени1и изве.стные трудности от
сутс1\Вуют. 

В заключение заметим, что интегральное уравнение .в .координат
но·м пр·едста,влении для задач рассеяния .можно переписать в ~виде 

уравнений Вольтерра [ 10], для ко·ю рых метод ,последовательных при
ближений всегда схrодится. Подобный прием применим к <:истеме ура.в
нений (8), ,что дает еще один Мrетод исследования Э1'ОЙ системы 
(см. приложение ). 

Вариационный принцип для уравнений Фаддеева 

При описании процессОIВ раrссеяния могут оказаться 1весь·ма е.ффек
тивньn"'1и .вариационные ~методы. Их отличительной осабенностью 
является то, что погрешность в <Определении вычисляемых параметров 

пропорциональна лишь второму порядку от сделанных при·ближений в 
волновой функции [11-13]. 

Для получения стационарного ~функционала перепишем систему 
уравнений ( 1) 1в матричн.ом виде 

qt\+> = бiа фi + а<+> vЧ:r\+>, (14) 
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где 

(

'I'<+Jl) 
чr<+>z ; 

Ч'<+JЗ 

( 

О V1 V1) 
V = V2 О V2 . 

V3 V3 О 

Амплитуда перехода из состояния i в состояние f определяется по формуле 

( 15) 

Тогда, учитывая (14), стационарный функционал на амплитуду перехода 
{15) можно записать следующим образом 

[Т; 1 ] = (Чt}-> 1v1 Ф;) + (Ф 
1

1v1 Чf<+>) - (ЧГ}-> 1 v - v о<+> v 1 Чf\+>). ( 16) 

Та.кая формулир1о.вка вариационного принципа формально совпадает с 
вариационным принципом Швин1rера [12-1'3]. 

Для получения однозначных результат()(в из (16) необходимо пра
вильно 1выби.рать ~пробные функщии. Один из возм0ожных вариа.нтов 
та.кого выбора по.дробно исследовался в работе [1112]. IB нашем случае 
явный вид пробных функций можно получить ~после подстановки ( 11) 
или (11') в (8). 

Приложение 

Для простоты рассмотрим двухчастичное s-рассеяние, которое описывается сле
дующим интегральным уравнением: 

r оо 

<р = siп kr ~ + { eikr S dr' siп kr' + siп kr 5 dr' eikr' }~V<p. 
о 

(17) 

Метод последовательных приближений для этого уравнения годится лишь в слу11ае 
выполнения жестких ограничений на потенциал взаимодействия. Однако, если ( 17) 
переписать .в виде интегрального уравнения Вольтерра 

где 

00 00 

<р = siп kr + Feikr + + { eikr S dr' siп kr' -siп kr S dr'eikr'} V<p, 08) 

r r 

00 

F = - + 5 siп krV<pdr 

о 

(19) 

амплитуда рассеяния, то метод последовательных приближений сходится всегда [10]. 
В этом случае в качестве первого приближения принимается асимптотика вол

новой функции: 

<p(l) = siп kr + Feikr. (20) 
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Подставляя (20) в (19), получаем амплитуду рассеяния в первом приближении: 

00 00 

p(l) = - + 5 dr siп krV siп kr / ( 1 + + S dr siп kr · Veikr). (21) 

о о 

Последующие приближения находятся продолжением этого процесса . Для того 
чтобы применить метод последовательных приближений к уравнениям Фаддеева , пере· 
пишем систему уравнений (8) в следующем виде: 

-- у у '1 pi ( . <+> ( . • ~ 1· { 
RiPi L;M; l; т; ~ nL;M; l;lm;Xnt; р,) xkпLi R.) т 

L;M; l;m; п 

00 

r1 S (f , , , + ~ de • dR;Xk,L; (R;) В k, (р;, Р;) + 
о 

00 

+f dp:xk,t· (р:) вk, (R;. R) )] IL.м . z.m . (R;. r;) }· 
, L L L L L 

(22) 

о 

где 

00 00 

Вп (r, r') = ~п { Xk~)li (r) 5 dr' Хkп 1; (r') - Хkп 1; (r) S dr'Xk~>l; (r')} (23) 
, 

есть интегральный оператор 

F i - 4М;µ; 5 d d () (R 1<k;P;> lM [ - R; PiXnl, р xk /. ;) L.M./ . m.> п; i i ;т; n• l f_E ___ k_2_ п 1 1 1 1 1 

1' nl; 

(24) 

F пL-М:/ .т.- порциальная амплитуда прямых 
t.. L L L 

и перераспределенных каналов, 

F 1 .м. /.т. - амплитуда канала развала, 
1 L 1. L 

(25) 

В качестве первого приближения будем брать асимптотические значения '!Ji в своих 
каналах. 

Подставляя (25) :в (24), ~мы [!риходим к системе интеnро-алгебрамческих уравне
ний на амплитуды рассеяния в первом приближении. Если канал развала закрыт, то 
система уравнений - чисто алгебраическая и зависит только от числа открытых кана
лов. Если канал развала открыт, то от системы интегральных уравнен1;1й можно перей
ти к системе чисто алгебраических уравнений, Для этого воспользуемся разложением 

FL. 1.м . т . (еЕ) = ~ D;;l"; 1; тiф" (е)' 
LL L L ~ f.J V 

(26) 
11 

. L;M· l·m· 
где Фр (е) - JJекоторый ~полный набор из·вестJJых функций, D11 

1 1 1 
- неи3вестные 

коэффициенты. 
В этом случае порядок системы алгебраических уравнений на амплитуды рассея

ния зависит лишь от числа открытых каналов и от числа оставляемых членов в раз

ложении (26) . 
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В заключение заметим, что такой способ решения уравнений Фаддеева возможен 
только благодаря использованию координатного представления. 

Авторы приносят глубокую благодарность Б. Н. 3ахарьеву, Б. Ахматходжаеву, 
О. Лхагве, В . Пермякову, В . Шмонину за ценные обсуждения во время работы. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. F е s h Ь а с h N. Апп. of Phys., 5, 357, Ш58; 19, 287, 1962. 
2. Е ф и м е н к о Т. Г., Ж и г у н о в В. П., 3 а х а р ь е в Б. Н. Апп . of Phys., 47, 

Q75, 1968; С им он о в Ю . А. «Ядерная физика<» , 3, 630, 19166; Ба дал я н А. М., 
С им он о в Ю. А. «Ядерная физика», 3, 1032, 1966. 

3. Амирханов И. В. , Смедарч~ина 3. К., Христова Е. Х. Препринт 
ОИЯИ Р4-4804. Дубна, 1969. 

4. Амир хан о в И. В., Л ха г в а О., Смерд а чин а 3. К. Препринт ОИЯИ 
Р4--4863. Дубна, 1969. 

5. Фаддее в Л. Д. ЖЭТФ, 39, 1459, 1960. 
6. С и те н к о А . Г., Харче н к о Ф. В. Препринт ИТФ АН УССР, 69-72. Киев, 

1969; О s Ь о г п Т. А. Slac. герогt, No. 79, 1!967. 
7. Бел я ев В. Б., В же ц ион к о Е. Препринт ОИЯИ Р4--4144. Дубна, 1968; 

В а 11 I. S., С h е п I. С. У., W оп g D. У. Physika, 173, No. 1, 202, 11968. 
8. Ба з ь А . И., 3 ель до в и ч Я . Б., Перелом о в А. М. Рассеяние, реакции 11 

распады в нерелятивистской квантовой механике. М. , «Наука», 1966. 
9. Др у к а ·ре в Г. Ф. Теория столкновений электронов с атомами. М., Физматrиз, 

1965. 
10. S а s а k а w а Т. Sup. Ргоg. T.heir. Phys., No. 27, 1963. 
11. Дем к о в Ю. Н. Вариационные прИ11ципы в теорwи столкновений. М., Физматгиз, 

1958. 
12. Амир хан о в И. В ., Тит о в А . И. Препринт ОИЯИ Р4. Дубна, 1970. 
13. J о а с h а i п С. 1. Symposia оп theoretica\ physics апd mathema~ics, vol. 8. (Pleпum 

Press), 1968. 

Поступила в редакцию 
5.10 1970 г. 

НИИЯФ 


