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РЕЛАКСАЦИОННЫХ ГЕНЕРАТОРОВ 

J>,асоматриJВается 1вза•и1М•нам СИ•Н1Х1рониза1ция д•BJ'IX релаксационных rенераторюв ло 

одному оп0~рно~1у уровню на 'llримере rенераторов '!'реу1rолыюго .на.пр.я~ження . Получе-
11ы облает.и сущес11вования синхронных режоИ.мОlв и ИIССледован•а их усrойч·ИJВОСть. 

Теории синхронизации генераторов разрывных колебаний периоди
ческим внешним воздействием посвящено немало работ [1-3], обзор 
литературы в [3]. Взаимная синхронизация релак·сационных генерато
ров иоследуется лишь в [4, 6] и работах С. П. Моцке·вичу.са (.наr~ример, 
[7]), где провод.ится :сложный анализ фазового просrранс'Гва двух свя
занных генера'Горов прямоугольных кол·ебаний. 

В настоящей работе аналитиче:ски исследуется взаимная синхро
низация двух генераторов треугольного напряжения. Иоследование 
проводится на основе метода, предл·оженного П. Н. Занадворовым для 
анализа синхронизации генераторов разрывных колебаний периодиче
ским внешним воцействием {3]. 

На рис. 1 показаны формы колебаний двух генераторов треуголь
ного напряжения Х и У с периодами автономного режима Т= Т1 + Т2 , 
•0=01 +82 (Т1, Т2, 01, 02 - конечные времена прямою и обратного хо
да) и амплитудами Лхо=Х2-Х1, Луо=У2-У1 · (х1, Х2, у,, У2 - нижние и 
верхние опорные уровни напряжения, условно - потенциалы погасания 

и зажигания релаксаторов). Построение .выполнено для пара•метров : 
т, =4, Т2= 1, 81 =4, 02='2; Лхо=Лу0 =3. В некот.орый момент времени 
А включается связь между генераторами: выходн·ое напряжение x(t) 
генератора Х подается с определенным ослаблен·ием (коэффициент 
'Связи D< 1, в данном построении D=0,4) на верхний опорный уровень 
генератор а У так, что Dx (t)):. у;; у; = у2 - D:xo (см . рис . 1) . Ана-
логично, с тем Жi коэ'ффициентом D, связываем У с генератором Х, так 
. D (t) ......_ ,' . . DЛу0 ЧТО у .::? Х2 , Х2 = Х2 - . 

2 
Считаем , что в ра·ссматриваемой системе: 1) нет дополнительных 

ограничений на величину амплитуды, кроме потенциала погасания и 
промодулированного потенциала зажигания; 2) при всех O<D< 1 воз
действие синхронизующего напряжения не влияет на •ПОстоннную вре-
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:wени цепи заряда и разряда генераторов, т. е. наклоны напряжений не
изменяются при включении связи; 3) запаздывание в связи отсутст

_вует. 

Эти условия заранее оп~еделяют не.которые свойства траекторю':r 

в 

х; 

х,::<-0:_"" ~:.,\_..,.-""'"'" ~~-+_,"':::_..___~-m:s: 

~~'"'""":::::_,.""",- - - -:;>.,-;?, 
·f--1"-,,,..-.,.....-\"'-.,---'---- < 1 \/ ' 

м: 
J .1le1/ j_)e1 

с f t 

Рис. ·1. Эпюры ·выходного на111ря
жения генер ·аторов х 1и у: ОА -
автономный режим, АВ - .начало 
щюцес{;а установлени.я, СD- 1ко-
лебан·ИtЯ, близкие к устанави,в-
шимся, EF - устансшившийся 

1режю1 

установившегося режи:wа. 

1. В ·системе ло.:w·имо ци1кличе
ск1ой 1си~н~рон·wза1ци1и возможно
у1ста1н00~вле1ние лишь дlВух ои1нх~ро·н

ных реЖIИ/МОВ с ОТ<НОШе'Н'ИеtЫ перио

ддв 1 : 1 и 1 : 2 (1пер1Вый и в1'орой 
·пор·я:док юи~нх1рю1низа~ции). 

Дей1стшителыно, по у,словию· 
1), все .в еtршишы т1раек1'орий 1г е~нера
то.р·о.в Х и У р a1cm oл·Oi>K-etH ы н а т-р а -
ектор.иях Dy(t) и D x(t) 1С·оотве11ст
ве.нно. След'О1Вательно, при 0И1Н·х1ро
низации выше вто1роrо !Iюря1д·ка 1на 

П1рям101м ИЛIИ . обра~НОIМ Х·Оде напря
жений Dx(t) или Dy(t) б~дет ра1с
положе~но больше одной вершИJны 
сИlнхрсшwзуе~мого 1на1п1р .яж€1Ния гене

ра1'ор1сm У ИЛ·И Х. Дл.я 11ре.у.голыной 
фа~рмы 1нщря~жения это озна'Чает не
ра'веtн1с1шо аМIПл.итуд (rследова-rель
но, и остальных пара~мет.р .О1в) на 
ка~>щдом ша!ге 1ои'Нхро1н1ноrо реi>К1И1ма,. 

т. е. ли~бо IПOVIIHOe отх:уТIС"Г.вие IСИНХро
НИJЗаЦIИИ, либо ЦИJКЛИ1Че1скую СИIНХ'рО-
.ни1за~цию. 

2. Вершины траекторий Dx(t), D!Ji(t) являются проекциями соот
ветствующих вершин напряжений x(t), у (t). Поэтому, если прямой 
ход r-го шага одного генератора встречается с пря:-.1Ым (обратны::\!) 
ходом s-.го шага синхронизующего напряжения, то прямой ход s-го· 
шага другого генератора не может встретиться с прямым (обратны :v1) 
ходом r-го шага синхронизующего напряжения. Отсюда следует, что 
в установившемся режиме, например, первою поря;:J.ка, возможны 

сл~дующие траектории: вст.реча прямого хода одного генератора с 

прямым (обратным) ходом синхронизующего напряжения необходимо. 
влечет за собой встречу прямого хода другого генератора с обратным 
(прямым) ходом синхронизующего напряжения. Как будет показано 
в дальнейшем, генератор, прямой ход которого встречается с прямы:v1 
ходом синхронизующею напряжения, всегда имеет большую частоту 
в автономном режиме. Будем называть этот генератор ведущим и со
ответст.венно другой - ведомым. 

Предположим, что в системе устанавливается синхронный режю1 
первого порядка с ведущим генератором Х. Процесс установления при 
подходе к синхронно·му режиму содержит, начиная с не'Которого i-го 
шага (например, генератора Х), несколько шагов с колебаниями" 
близкими по .фор:-.1е к равновесным (участок CD на рис. 1). Далее ко
личество шагов в трае~кториях обоих генераторов бу;~,ет одинаковы;-.1 . 
Совместим начало отсчета (точку С) с началом прююго хода одногО' 

из таких шагов генератора Х. ,Введем обозначения: Лt~ - начальныfр 
временной сдвиг между началами прямых ходов генераторов Х и У; 
sп1, ~п2, 'l'Jn1, 'r}п2 - времена прямого и обратного xo,J.a генераторов Х и 
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У на п-м шаге .процесса. Тогда· сдвиг во времени между вершинами 
л-х треугольников (рис. 1) будет равен 

п- 1 п-1 

лtп = Е (ТJk1 + ТJk2) + ТJп1 - Е (skl + sk2) - Sn1 + Лt~. (1) 
k= l k=l 

Равенство напряжений генера'I'оров Х, У и синхронизующих нап·ря
)К<ений Dy(t) , Dx (t), в месте их встречи, а также постоян.ство на'Клонов 
позволяют написать систему четырех итерационных уравнений для по
.следовательного нахождения времен прямого и обратного хода напря
жениi1 на каждом шаге процесса установления (для простоты предпо
лагается Лхо=Луо). 

k - 1 + _Е_ = _!!___ ('Yl 1 - Лt ) 
Т1 2 81 ·1 п п ' 

~111 

(2) 
'l"\lll - 1 + ..о_ = - ..о_ лt +-°- s 1 -2!2!_ = _'1]~-
81 2 Т2 11 Т1 

11 ' 81 82 

:гд€ п = 1,2, . .. . . " т. 
С установл€нием равновесного режима для достаточно больших п 

начинают выполняться следующие равенства (р - индекс равновесного 
режю1а): 

Sn- 1.l = S111 = Sp1; Sn- 1,2 = S112 = Sp2• 

ТJп- 1 .1=11 11 1 = f]p1; ТJп- 1,2 = ТJп2 = 'YJp2; Лfп-1 '--= Лfп = Лfр . 

Уравнения равновесного .режима получаем из (:2), заменяя индекс 
л на р и добавляя равенство для устанавливающихся периодов генера-
1оров в п€рвом порядке синхронизации: sp1 +sp2=ТJp1 +ТJр2='tт. Решая 
уравнен-ия равнове.сною режима, находим велич.ины 

(3) 

Остальные параметры связаны с ТJр1 простыми линейными зависимостями: 
1'Jp2 = ТJр182/81, Sp1 = ТJр18Т1/Т81, Sp2 = Т)р18Т2/Т81, ЛхР = Лх0sр1/Т1; ЛуР = 
= ЛУоТJр1/81· 

Здесь ЛхР' ЛуР -установившиеся амплитуды. Итак, генераторы, изоб
раженные на рис. 1, имеют равновесные параметры: Sµi = 4,3, sp2 = 1, 1, 
''1µ1 = 3,6, Т)р2 = 1,8, ЛхР = 3,2, ЛуР = 2,7. 

Решения (3) имеют два особых случая: 81 = Т2, 8=F Т. Исследуемо
го синхронного режима нет, все параметры равны нулю. 01 = Т2 , 0= Т. 
Равновесные параметры устанавливаются с пеР'вого шага и полностью 
зависят от времени Лt~, т. е. от разности фаз между генераторами 
в :\1Омент включения связи. К этому случаю относятся, например, оди
наковые равно·бедренные тенераторы. 

1В остальных случаях (при 81 =F Т2 ) необходимым условием сущест
вования синхронных колебаний (см. рис. 1) является выполнение не
равенств: 
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(4) 

Следует отметить, что ра•внове·сный режим возможен не при всех коэ1-

а фициентах связи D. Связь D >__! 

D 

D, 

Лхр' Лljp Т1 

jj 

11. 
т 

соответствует такому наклону 

щшмо1ло JЮЩа наmряtЖвния x(t), 1ю
торый 1не 1мо1Жет 1Вс11ре11итыся с пря
мым ХОЩО!М 0наnrряtЖеtН•ия Ду ( t), т. е. 
раюаматр'!11Ва·емый юИ1нх·рО1н:ный •ре-· 
жим пр~и та1ких овяз~х перестает 

т 
·суще1ствооать . D > 

0
: JCl0o011B€T-

ствует в системе -са.м~0эюраtнирО1Ва

нию - явлению, при которо·м часть. 

фа1з синхронизующего на[]р•яжешия 
Dx (t) стаrн10'ВИ11СЯ .недСJlстиж Иl:-.1ОЙ' 
для 1наm:ря:же0№ия пря1мого Jюtда у (,f). 

1С 0у~че11О1м сказа1Н1ного, нера·вен
rс'11ва (4) да!ЮТ следующие обла1С'!1ff 
0суще.етuюва1ния с•иtнх1рсJIН'ною .ре

жима: 

Р1и•с. 2. Зав1иси~мо·сть равн0tвесны.х а~1-
плитуд ·от .раостройки (а). Область 

1синхронизаu:ии 1-ro и 2-IГО поряtдка (1ге-

1. 1 < -·0-< ~ при связях D1 < 
Т Т2 ' 

D . f 01 Т1 I} нера1'0р Х - .ведущий) (6) < <mш --, -, , 
l Т1 01 

(5р 

2. ~<-°-< 1 при связях D11 <D<min {_О!_. т1 , l l 
Т2 Т ' Т1 01 ) ' 

Сечение областей на плоскости параметров ( D, : ) при :: = const пока
зано на рис 2б. 

Исследуем устойчивость полученного равновесного режима по от
ношению к малым возмущениям. Случайная флуктуация одного из па
рю1етров системы, например, потенциала погасания, приводит к откло

нениям параметров от равновесных величин. Начинается процесс уста
новления возмущенного равновесного режима. Бели режим устойчffВ, 
то откл·онения от равновесных параметров на каждо:--1 шаге будут по
ст·епенно уменьшаться, стремясь к нулю. У'Равнен.ия для отклонений бn~ 
an от параметров ~тit 'YJтi1 на п-м шаге процессе установления имеют 
вид (остальные пара:-.1етры связаны с .ними линейно): 

n-1 п-1 

~ = -°--[бп + _!'_ ~бk--°- \......,cJk-лJ- . 
Т1 01 Т1 01 ~ 

k=I k=l 
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n-1 п-1 

_5!Е_ = _ _!!_ [ап + _о_ ,....,ak- _!____ ~ бk-бп + л] + !}__ бп, 
81 т 2 81 ~ т 1 ~ т 1 

k=I k=I 
(6) 

где Л -- начальное отклонение. 
Аналогично [2], введем обозначения: 

п-1 п п-1 п 

L бk = ап- 1. Е бk = ап, Е ak = Рп-1. I: ak = Рп• 
k=I k=I k=I k=I 

откуда бп = ап - ап-~. ап = Рп - Рп-1. и для ап, ап-1. Рп. Рп- 1 получаем 
рекуррентные соотношения: 

где А, В, С .- посrоянные величины, зависящие от параметров. После 
преобразований соотношений (7) получаем общие члены последова
тельности малых отклонений: 

(8) 

где q = (Т 2 - D82) (81 + DT 2) /(Т 2 + D81) (81 - DT 1). 
Следовательно, равновесное состояние устойчиво при выполнении 

неравенства 1q1<1. Исследование его с учетом указанных ранее огра
ничений на связь показывает, что устойчивый синхронный режим су
ществует лишь в первой из областей (5), причем возникают новые ог
раничения на связь D: если 

D< т2_ то D <D< min {~ Т1 1} (9) 
82 ' 

1 Т1 ' 81 ' 

и если т2 < D< min {~ • ..!..L, D*, 1}, где D* - положительный корень 
82 Т1 81 

полинома: 

Например, синхронный режим для генераторов на рис. 1 существует 
и устойчив, так как их параметры авrономного режима уд·овлетворяют 
условиям (5) и (9). . 

На рис. 2, 6 заштрихована область устойчивого режима синхрони
зации. В ерхняя граница области (соотношения (9)) зависит от выбо
ра конкретных параметров и на рисунке не показана . На рис, 2, а 
предста·влены зависим·ости амплитуд у·стойчивого равновесного режима 

от рас1стройки _о_ при двух различных коэффициентах связи: кривые 
т 

1- при связи D1, кривые 11- ,пр.и связи D2, D2>D1 . Амплитуды веду
щего генератора Х показаны сплошной линией, вед·омоrо У - пунктир
ной . . 

Расчеты, проведенные при исследовании устойчивости , позволяют 
оценить скорость установления при небольшом отклонении от равно
весного состояни я. Как видно из (8), число пер3одов, за к·оторые на-

чальное отклонение уме,ньшается в е раз, рав•но N0 =-(lnq)-1. Так, для 
генераторов с па•раметрами Т 1 =6,4, Т2=0,6, 81 =6, 02= 1, N0 ~H пе
риодов при D=0,01; N0 = tl,3 при D=O,l; N0< 1 при D=0,5. Таким об
разо:v1 , вре~rя установления тем меньше, чем больше связь. Кроме то-
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го, как показали вычисления, в пред€лах области синхронизации время 
• е 

установления уменьшается ·с увеличением расстроики т· 

Предположим, что в системе устанавливается режим с ведущим 
генератором У . . В этом случае форма траекторий не изменится, но гене
раторы Х и У как бы меняются местами. Значит, все полученные ре
зультаты будут справедливы, но с соответствующим переобозначением 
параыетров (вместо 0 в€зде пишется Т и наоборот, с сохранением преж
них индексов). Область синхронизации будет иметь прежний вид (рис. 

2, 6), но уже на плоскости параметров (D. _!__) при _!i_ = const. Та-
е 82 

хим образом, действительно ведущий генератор всегда имеет большую 
частоту, чем ведомый. Заметим, что режим, неустойчивый для случая , 
когда генератор Х - ведущий, может стать устойчивым с ведущим ге
нератором У, если наряду с нерав€нствами 01 < Т2 , 0< Т выполняется 
также неравенств-о Т1>82. 

Итак, система из двух взаимно связанных генераторов треугольно
го напряжения имеет синхронный режим кратности периодов 1 : 1, 
€Сли параметры автономного реж.има подчиняются неравенству 

1 < _!_< ~. с ограничениями на связь (9) (параметры Т отно-
т Т2 

сятся к ведущему генератору, 0 - к ведомому). 
Для второго порядка синхронизации область синхронных коле

баний вырождается в вертикальную прямую при 0=2Т (ведущий гене
ратор Х). 

Все выкладки были проведены для идеа.1изированной системы . 
В действительности, сильное взаимод€йствие пр.и достаточно большой 
связи приводит к изменению парциальных параметров генераторов и 

появлению нел.ин€йных искажений еинхронизующего напряжения. По
этому точная верхняя граница обла.сти синхронизации для конкретнqй 
реальной системы может быть указана только после дополнительноrо 
исследования. 

·Можно указать на одно из возможных применен.ий исследованной 
системы. Изнестно [6], что синхронные коле·бания концентраций ве
ществ в химиче.ских и биохимических реа'Кторах в большом числе слу
чаев имеют релаксационный характер. Возможно, рассмотрение взаю1-
ной синхронизации двух релаксаторов ттозв·олит ближе подойти к изу
чению :'11еханизма э,тих явлеций. При этом общн·ость задачи не стра
дает от вы•бора треугольн·ой формы колебаний. В общем случае ю1есто 
.линейных уравнений (2) лолучим траноц€ндентные уравнения процес 
са устано·вления, которы€ надо бу~ет решать на ЭЦВМ. 

~Благодарю И. И. Минакову и Ю. М. Романовского за критические 
за~1ечания и внимание к работе. 
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