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,В работе .исстщуются общие ·овойства тра екторий корней ха~ра1Ктеристичеокн1х 
ура.вненlИй n-ro порящка с ком.плексны)П! коэффи.циента.,1и. Ра осм:>11р ение динаюrки 
.п.·вумерных систе.."1 с иден11ичными каналюш и антиОИ•)В1е11ричны)t И перек.р естНЫ\IИ 

1rrрю1ы\11и , обратНЫ)Ш связюu~ лр!fВодит к исслщова•нню так.их у,равнений. Ра соют­
рены rео)!етрически й 11 аналитичеокий опособы построен·ня тра е!Кторн й корней на п.1ос­
кост.и компле:ысных частот, получены )'равнения 1'раекторий кор ней и фор:11улы пара­
~1е11ра l'рае:кторий. Дан при:мер, иvтюстрирующий прю1енение )t етода 11раектори й кор­
ней к исследованию д.ву)1ерной с.1едящеi1 систе:11ы уг.1овото сопровождения. 

В работе [1 ] рассмотрены общие свойства траекторий ·корней ха­
рактеристических уравнений с действител ьными коэффициентами, когда 
пар аметр траекторий входит в коэффициенты уравнения линейно. 
В ряде случаев :1южно понизить порядок (2-6] характеристического 
уравнения, переходя от уравнений с действительными коэффициента:11и 
к уравнения:11 с комтт.1екснь1:11и коэффиuие·нта:.ш за счет разложения 
пер·вого на :11Ножите.1и или непосре.J.ственно пользуясь ко:1шлексны:11и 

координатам.и [5, 7, 8]. Это :1южно СJ.елать, например, дJlЯ характери­
стических уравнений J.Вумерных систе:11 с ИJ.ент.ичными каналюш и ан ­
тисимметричными перекрестньши (прю1 ыми, обратными) связя:11и. 

Пусть имеется характеристическое уравнение вида 

Фп + jHs +р(ЧТт + j61) = О, 

где Фп, Н5 , чrт, 61 -полиномы целых положительных степеней от р: 

Фп = аор" + а1рп-1 + ... + ап, 
Hs = СоР5 + C1ps-I + . · · + Cs, 

чr т = Ьорт + Ь1рт- 1 + ... + Ьт, 
61 = dopl + dipl-1 + . .. + d1, 

(1) 

(2) 

причем max (п, s) ~max (т, l), р=р eie (в ыожет, например (5], опре­
делять фазовый сдвиг между опорным напряжением и сигналом рассо­
гла·сования в дву:11ерных системах). Некоторые частные случаи урав­
нения (1) ра·ссмотрены в работах [2, 3, 4, 6]. 

За параметр траекторий корней выберем р. Остальные параметры 
считаем заданными. 
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Рассыотрим геометрический метод построения траекторий корней. 
Пусть для определенности n=s, m=l. Как известно [1), начальные 
точки траекторий определяются из уравнения (1) при р=О: 

(3) 

nредельные точки - при р = ± оо 

'I'm + jf)l =О. (4) 

Положение начальных и предельных точек определяется построениеУ! 
траекторий корней уравнений (3) и ( 4) при выборе одног·о из парамет­
ров за ларю1·етр траекторий начальных или предельных точек (4). Это 
дает возможность выяснить, ка'К будут изменятыся свойства всей си­
стемы при различно:11 задании начальных или предельных точек на эт.их 

траекториях. 

Траектории корней уравнения (l) не симметричны относительно 
действитель·ной оси. Общее число их равно 2п. Причем п траекторий 
(для р>О) соответствуют положительному годографу (нечетные траех­
тории), другие п траекторий (для р<О) - отрицательному годографу 
(четные траектории). 

Получим основное фазо·вое уравнение. Для этого, считая основные 
(начальные и предельные) точки заданными, запишем уравнение (1) 
.в виде 

п т 

(ао + jco) П (р" - Pv) + Р (Ьо + jd0 ) eie П (р• - Zµ) =О (5) 

'(р* - точки на траекториях). 
Разности (р* - Pv). (р• - Zµ) на комплексной плоскости р являют­

-ся ве-кторами, которые можно представить через их модули и фазы: 

( • ) \ • 1 ilPv Р - Pv = Р - Pv е , 
(р• - Zµ) = \ р* - Zµ \ dl\iµ. 

(6) 

Аргументы (j)v. '\j)µ .в уравнении (6) - углы, ·Образо'Ванные векторами с 
положительным направлением дейс'Гвительной оси. Эти векторы прове­
дены из основных точек в точки на траекториях. Аналогично через мо­
дули и фазы можно представить величины (ао+ jco), (Ьо+ jd0 ): 

_ i arctg.:.O.. 

(а0 + jc0) = V а~ + с~ е ао, 

___ jarctg~ 
(Ьо + jdo) = vь~ + d~e ь. 

(7) 

Подставляя (6), (7) в тождество (5), найдем, что 

-- п п т 

Va~+cg П i р* - Pv 1 j (arctg.:..0..- arctg~ - е + ~ IPv-~ l\iµ) 
1 . а0 Ь0 ~ ~ 

-р= ---------е 1 1 • 
-- т V ь~ +d~ П 1 р* - z 1 

1 µ 
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Чтобы р было действительным, должно выполняться соотношение 

n т 

arctg ~ - arctg !!о__ в+~ <i>v - ~ '\\'µ = Nn, N =О, + 1, ... , (8) 
ао Ь о .i..J .i..J 

1 1 

называемое осН10вным фазо·вым >;Еа.внением . 

Величины arctg _:о_ и arctg - 0 
, входящие в уравнение (8), харак-

ао ао 

теризуются соотношением между степенями полиномов Фn (р), Hs (р). 
Ч'm (р), 0t(P) уравнения (1) и зна:ками коэффициент·ов при старших сте­
пенях р. 

Принимая во внимание (8), имеем формулу для вычисления пара­
метра траекторий ~орней: 

n 
п 1p*-p'V1 

Р1 = - 1
---- (- l)N+l, N = о, ± 1, .... 
т 

П i p*-zµ 1 
1 

(9) 

vь~+ d~ 
где р1 = р -'Приведенный параметр. При нечетных значе-

V а~ +с~ 
ниях N р>О, при четных значениях N параметр траекторий р<О. 

~Рассмотрим а·сиМ'IIтотиче-ские свойства корневых годографов, опре­
деляющие поведение (<п-т) корней характеристического уравнения 
(1). Центр звезды асимптот находится по формул·е, приведенной в ра­
боте [1]: 

( 10)' 
п-т 

Здесь п- число корней ура·внения Фn + jHs=O, а т-число корнеЙI 
уравнения 'Фm+ j01=0. 

!Найдем углы наклона аси·м11тrот к дейст.в.ительной оси. Для бес­
~конечно удаленных точек Тtрае'Кторий (р-+±оо) углы iJJv и '\\'µ будут 
практически равными, и основное фазовое уравнение (8) в этом пре­
дельном случае предстаюrгся в виде 

arctg /со - arctg _!!о_ - в + (n-tn) q>N = №, N =О, ± 1, ... 
ао Ьо 

Откуда 

Со do 
Nn+в-arctg - + arctg -

ао . Ьо N О 1 <j>N = --------=-----'---=---' = ' + ' ... 
n-m 

(11) 

Таким образом, звезда асимптот оказывается повернутой относительно оси 
6 на угол 

Со do 
е - arctg - + arctg -

ао Ьо <i>o = --------~­
п- т 

Заметим, что при n=m траектории корней не 'Имеют асимптот. 
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Все вышеизложенное относRтся к случаю n=s и m=l. Для дру­
гих соотношений п и s, т и l также сп'раведливы формулы (8), (9). 
(10), (11), но вид их упрощается. Действительно, пусть n>s, а m>l. 
Это означает, что в уравнении (5) коэффициенты при старшей степе­
ни р будут а0 для первого ~слагаемого и Ьо для второго. Тогда уравне­
ние (8) примет вид 

n т 

Е (/)v - ~ '\\'µ - е = Nn, N = О, + 1, ... , 
1 1 

u u ~ с 
а приведенныи параметр траектории р1 = р -. , оотношения для дру-

ао 

гих возможных .случаев приводятся в приложении. 

Таким образом, пользуясь асимптотическими свойствами геометри­
ческого метода, осн·о·вным фазовым уравнением и формулой парамет-­
ра, можно построить траектории корней для уравнений с комплексны­
ми коэiффициентами любого порядка и прокалибровать корневой годо­
граф по параметру траекторий р. 

Перейдем к аналитическому выводу уравнения траекторий корней 
и формул параметра. Для этого, как обычно, выделим в выражениях 
(2) для Фn , Hs, Ч'т, 01 действительную и мнимую ча·сти, подставляя­
р=б + jw: 

Здесь 

Фп (р} = Ф, (б, w) + jwФ; (б, w), 

Hs (р) = Н, (б, w) + jwH; (б, w}, 

Ч'т(Р} = Ч',(б, w) + jw'l';(б, w), 

0 1 (р} = 0,(б, w) + jw0;(б, w). 

0)2 • w4 IV 
Ф, = Фп (б}--Фп(б} + -Фп (б}- . .. , 

2! 41 

• 0)2 ". w4 v 
Ф; = Фп(б)--Фп (б) + -Фп(б)- "" 

3! 5! 

( 13) 

(14} 

Аналогично записываются Нт, Н;, 'I'r, Ч'; , 0r, 0;. Под~тавляя (13) в урав­
нение (1) и приравнивания нулю действительную и мнимую части, по­
лучим систему .:~.вух уравнений 

(Ф, - wH;) + р ((Ч', - w0;) cos е- (0, + w'l';) sin eJ = О, 

(Н, + wФ;) + р ((0, + w'l';) cos е + ('l',-w0;) sin е] = О. 
( 15} 

И.сключая свободный параметр р (параметр траектории) из уравнений 
(1'5), подставляя в него (14) и собирая члены с одинаковыми степеня­
ми w, запишем уравнение траекторий корней 

((Фп61 - H5'l' т) COS е + (Фп 'l' т + Н501) sin е] -

2 {[(Фпе; Ф~е; Ф~f'l) (Hsчr:i Н~'У~ н;чrт)] -ro ----- + -- - ----- +-- cose + 
О! 2! 111 ! 21 U О! 2! 1 ! 1 ! 2! 01 

+ [(Фn'У~ _ Ф~чr;,, Ф~Wm) ( Hse; _ н~е; н;е1 )] sin 
8

} 

О! 21 1! 1! + 2! О! + 012! 1! 1! + 21 О! + ". + 

+ w {[(Ф"'l':n- Ф~Ч' m) + (Нs8;-н;01)] cos е + [(Hs'l'~ -H~'l' т) -
685. 



( 16) 

Здесь Фп , Hs, Ч'm, ei являются функциями с5 и дифференцирова1ние про­
изводится по б. 

В уравнение (16) в~одят четные и нечетные степени ro, поэтому 
в общем случае решение данного уравнения довольно сложно. Из 
уравнений (15) находим формулы для вычисления параметра траек­
торий р: 

Фг-ЫНj -p=--------'-----
('l' г- wOj) cos е - (Ог + w'l' j) sin е 

Н г + wФ J • ( 17) 
(Ог - w'l' j) cos е + ('l' г - wOj) sin е 

При б=О из уравнений (116) и (17) можно определить критические ча­
стоты rокр и соответствующие им критичеокие значе.ния параметра тра­

екторий Ркр· 
Из уравнения ( 16) следует, что действительная ось не является 

трае'кторией корней. Положив в ура·внении траекrорий корней ro=O, 
получим уравнение, определяющее точки пересечения корней с дейст­
вительной осью: 

(18) 

Оче.видно, что это уравнение не совпадает с уравнением кратных то­
чек, ка:к это имело место для характеристического уравнения с дейст­
ви11ельными кооффициентами 

фп (р) + p'I' т (р) = о. 

Уравнение возможных кратных точек получается из системы двух урав­
нений: характеристического уравнения и его производной по р. Из рас­
смотренного .следует, что системы, характеристические уравнения кото­

рых приводят·ся к уравнению с комплексными коэффициентами ( 1), 
вообще говоря, не имеют решений вида е-61 , за исключением некото­
рых точек, определяемых уравнением ( 18). 

Мы расс~ютрели ря·д свойств трае·кторий корней уравнений с ком­
плек·сными коэ1фlфициен·тами на плоскости комплексных част.от. Однако 
такие свойства , как под~обие конфигурации тр ае.кrорий корней при из­
менении масштаба, неза.висимость трае·кторий корней от положения 
мнимой оси, пове.J.ение трае-кторий в кратных точках, являю1'Ся теми 
же, как .и для ура'Внений с дейст.вительными коэ:ф1Фициентами Ьl]. 

В качестве примера, иллюстрирующего применение метода траек­
rорий корней к исследованию уравнений с комплексными коэффициен­
тами, расо10трю1 характеристическое уравнение •следящей системы 
антенны радиолокационной станции сопровождения Е5]: 

р (р + 1)2 
- jap (р + 1) + k = О. ( 19) 
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Здесь а - коэффициент усиления блока перекрестной связи; k = keiФ, 
k- коэффициент у,силения ос.новного канала; ер- ·сдвиг фазы между 
опорным на1пряжением и сигналом рассогласования. За параметр тра­
екторий корней прим·ем ~оэ:ффициент усиления основною канала k. 
Параметры а и ер считаем заданными параметрами семейства траекто­
рий. 

Тогда уравнение (19) запишется в виде 

р (р + 1) (Р + 1 - ja) + k = О. (20) 

В данном случае 

Ф п = рз + 2р2 + р, Н s = - ар2 - ар' 

'l' т = 1, 61 = О, в = ер. 

Уравнение траекторий находим по 
формуле [ 16] : 

ju; 
15,0 

ffi3 cos ер - ffi2 [а cos ер + (36 + 

+ 2) sin ср] + ffi [-(362 + 46 + 

+ 1) cos ер + (2а6 + · а) sin ер]+ 
---

+ [(а62 + а6) cos ер + (63 + 262 + 

+ 6) sin ср] = О . (21$ 

Разделив (21) на cos ер и вводя 
А = tg ер, получим 

(J)з + (!)
2 [ - 36А + ( - 2А - а)] + 

+ (J) [-362 + (2аА-4) 6 + 

+ (аА-1)] + [А63 + (2А +а) 62 + 

+(А+ а)6] = О. (22) 

-5,0 

-10,0 

Используя (17), напишем формулы для параметра траекторий: 

-k = (б3+2б2 +б)+rо(2аб+а)-rо2 (Зб+2) = 

или 

cos !р 

-rоз ,,.j.-aro2 +ro (Зб2 + 4б+ 1) + (-аб2 -аб) 

sin ip 

-k cos <р = - К= (63 + 262 + 6) + ffi (2а6 +а) -ffi2 (36 + 2) = 

= -r.o3+ aro2 +ro (Зб2 +4б+ 1) + (-аб2-аб) 
А 

(23) 

Пусть а= 10 (рекомендации по выбору этого параметра даны в рабо­
те (5]) и предположим, что A=tg<p=-1, т. е. имеет место сдвиг фазы 
между опорным напряжением и сигналом рассогласования. Из (20) 
находи:v~ три начальные точки: Pi =0, P2=-l, рз=-1 + lOj, обозна­
ченные на рисунке крестами и не имеющие конечных предельных то­

чек (k=+oo). Центр звезды асимптот определяется по формуле (10): 
a*=-0,667+3,333j. Углы наклона асимптот к действительной оси 
равны 
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Nn+<p Nn 
<рн = 

3 
= -

3
- - 15°, N = О, + 1, ... 

или 

<р0 = - 15°, ср1 = 45°, ср2 = 105°, .... 

Уравнение траекторий корней формул параметра находится из (22) 
11 (23): 

ro8 + ro2 
( - Зб - 8) + ro ( - Зб2 

- 24б - 11) + ( - б3 - 8б2 + 9б) = О, ( 24} 

- k cos <р = - К = ( б3 + 2б2 + б) + ro (20б + 1 О) - ro2 (3б + 2) = 

= ro3
- 10ro2 -ro (3б2 + 4б + 1) + (10б2 + 10б). 

При б=О находим из (24) и (25) критиче·ские частоты и критические 
значения параметра: 

Фk, = О; Фk, = 9, 196; Фk. = - 1, 196. 

Kk Kk 
kk, = О; kk, = -•- = 109,009; kk = -•- = 20,935. 

cos <р 1 cos ер 

Траекrории корней приведены на рисунке . Сис1ема устойчива в обла­
сти 0<k<20,93'5. При изменении k от нуля до kh=20,935 ко·рни исход­
ного уравнещ1я находятся в левой полуплоскости, а при kh>'20,935 вы­
ходят в ~правую полуплоскость, и система станови1ся неустойчивой . 
Для полного описания сис;емы нео'б.ходимо также расс~атривать урав­
нение компле,ксно-сопряженное ура,внению (20) (a=:lO) 

Р(Р + l)[P + 1+10j] + ke-i<P =0. 

Трае•ктор·ии корней такого уравнения являю'Гся зерка пьным отображе­
нием относительно действительной оси траекторий, построенных на ри­
сунке. Совоку~пнос;ь их дает карневой годограф систе~ш (действитель­
ные начальные точки .при этом стано·вятся двойны)1и). 

Приложение 

Основные формулы для характеристического уравнения с комп­
лексными кооффициентам•и были выведены для случая, когда n=s" 
m=l. Однако возможны и другие соотношения между степенями по­
линомов п и s, т и l, для которых также слрiведливы ура·внения (8), 
(9), ( 10), ( 11), но вид их значительно упрощается. Перечислим эти 
случаи и уравнения к ним. 

n>s, m> l. Основное фазовое уравнение (8) и~еет вид: 

п т 

. ~<pv_ -~°\j)µ--;-:~=Nn, N = O, +1, ... 
1 1 

п v kЬ0 
риведенныи параметр р 1 = --. 

ао 

п > s" т = l. Основное фазовое уравнение: 
п т 

- arctg :: - е + ~ <pv - ~ °\j)µ = №, N = О, ± 1, ... 
1 1 

kVь~+ d~ 
Приведенный параметр р1 = · 

ао 
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п > s, т < /. Основное фазовое уравнение: 
п l 

- ~ - в + ~ <pv - )..., -фµ = Nл, N = О, + 1, ... 
2 ~ ~ 

1 1 

Приведенный параметр р1 = А, 
ао 

п = s, т > /. Основное фазовое уравнение: 
п т 

arctg ~-в + ~<pv - ~ -фµ = Nn, N =О, ± 1, ... 
ао ~ 

1 1 

рЬо 
Приведенный параметр р 1 = -----

Va5 + c5 
п = s, m< /. Основное фазовое уравнение: 

п l 

arctg ~-~-в+ ~<pv- ~ -фµ = Nn, N = О, + 1, ... 
а0 2 ~ 

1 1 

pdo 
Приведенный параметр р1 = ----

V а6 + с6 
л < s, т > l. Основное фазовое уравнение: 

s т 

; - в + ~ <pv - ~ -фµ = Nn, N = 0, ± 1, " . 
1 . \ 

Приведенный параметр р1 = ~. 
Со 

п < s, т = l. Основное фазовое уравнение: 
s т 

~-arctg ~ -Е + ~<pv -~ -фµ = Nn, N = О, ± 1, ... 
2 Ь0 ~ ~ 

1 1 

k Vь5+ d5 
Приведенный параметр р1 = ---­

со 

п < s, m< l. Основное фазовое уравнение: 
l 

- Е + L <pv - Е 'ljJµ = Nn, N = О, + 1, ... 
1 1 

pdo 
Приведенный параметр р1 = --. 

Со 

Центр асюштот находится по фор:мулам, аналогичным (10), углы 
наклона асимптот к действительной оси для каждого случая определя­
ют·ся из соответствующих фазовых уравнений. 
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