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О СИНХРОНИЗАЦИИ ТОМСОНОВСКИХ СИСТЕМ 

За1ЦЗ1Ча о дейсТl&И:И ~малой .внешJней синусо.идальной э.~.с. 11а автоколебательн ую 
систему 'l'ОIМООНОIВСКОГО т.иша rpacc..>dO'l'peнa 1J1рrи1бл~шкенно в двух nрt\дельных случа,ях 
(,при «ОК·ОС111Ю!М» 11\ «MЯIГIJIOM» Оi!1раНIИ'Чении ам1ПЛИ'!'у\!!!НЬJIХ О'ГКЛОнен.ий от .рав1новес·НОIГО 
значения, равного амплитуде свободных автоколебаний) . Результаты расчетов под-

1'вер"ждены зкс:пери;мен'Гально . 

Введение 

Теоретическое исследование явле.н•ия синхронизации автоколеба
ний томсоновских систем малой внешней синусоидальной э.д.с. пр,ово
дится обычно на основе метода медленно меняющих1ся амплитуд [1]. 
Получаемые укороченные уравнения в общем случае проинтегр'Ировать 
не удается, что затрудняет ,изучение не'стационарных режимов. В на
стоящей работе излагаются ме·юды построения приближенного реше
ния задачи о действии малой внешней синусоидальн~ой э.д:с . на систе
му ТОМС'ОНО'ВСКQГО типа. 

1В качестве простейшего примера рас:сматриваем ламповый генера
rор с контуром в цепи сетки, на который действует малая внешняя 
э.д.с. Ecos р t с частотой р, близк·ой к ча1стоте свободных автоколеба
ний (()о. Колебания напряжения на емкости коле·батель·ного контура ге
нератора описываются нелинейным дифференциальным уравнением, 
коrорое мы за~ишем .в безразмерном виде 

х + х = 25х + 26 (х) х + 2Л соs т. ( 1) 

Рассматриваемая система бл•изка 'К линейн1ой консервативной 
(i 0(x) lmax <<'l); частота воздействия бл·изка к частоте снободных авто
колебаний ( l s I ~ 1), ам'Плитуда "Воздействия мала (Л« 1) . Решение 
ищем в ,виде х=Аsiп (т-ср ) , где А и ер- м'едленные функции времени . 
Если малые 'Возмущения в правой ча1сти уравнения (11) одного порядка: 

1 е (х) lmax ~ л ~ 151 ~ µ « 1, (2) 

процессы в системе в первом приближ·ении описываются укороченны
ми уравнениями 
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. . 1 
А = е (А) А + Л cos <р, <р = s - - sin <р. 

А 
(3) 

Рассмотрим некоторые пути построения приближенного решения 
систе:.1ы (3), развитые на основании изучения процессов установления 
синхронного режима, проведенного в ра'боте [2]. 

§ 1. Случай «жесткого» ограничения амплитудных отклонений 

Иыея в виду реальные физические системы, конкретиз1ируем вид 
нелинейной функции е (А). Полагаем , что в окрестности равновесной 
амплитуды А0 функция е (А) меняется плавно, т. е. в разложении 

6(А) =- d+- d2 + ... , d =А- А0 ае / aie \ 
дА А0 дА2 А0 

можно ограничиться первым членом. 

Следуя работе 12], считаем, что амплитудные отклонения от равно
весного значения ограничены жестко, если 

1 е (А + Л А) 1» 1s1 для 1ЛА1 ~ А0 • 

При выполнении условия (2) в системе быстро (за 'Время 

'to~ ie(A/lmax « TQ, где Т'1.-.А l~I период биений за пределами 
области синхронного режима) устанавливаются тем меньшие отклоне
ния 1d1 ~Ао, чем резче меняется е (А) в окрестности Ао, т. е. чем боль-

ше 1~1 дА л0 ' 

Отклонение d удовлетворяет соотношению 

1 е ( Ао + d) 1 "' 1 s 1 · 
Прене'брегая малым временем 'to установления малых отклонений 

1d1 «Аа и разлагая уравнения (3) 1rю степеням d, получаем в первом 
приближении 

d = 1 ~ / А0 d + Л cos <р, 
дА А0 

~ = s - - 1
- sin <р . 

Ао 

(4') 

( 4") 

При малых воздействующих силах ( ( 
1 ~< 1) решение 

10 А) lmax 
укороченных уравнений (3) впервые ·было получено Р . В. Хохловым 
[3]. При построении решения было принято (3, 4], что отклонения ам-

плитуды в рассматриваемо:\1 случае малы ( ~'"'"' 1 
) и 

Ао 1 0 (А) lmax 
\ :~ \ А~о » Л, что справедливо для большинства реальных систем, по
СК(JЛЬКУ по отношению к достаточно малым воздействующим силам ре
альные устойчивые автоколебательные системы ограничивают ампли
тудные отклонения жестко. 

Пренебрегая малой попр -авкой d к амплитуде А0 , решение систе
мы ( 1) в первом приближении запишем в виде 

х = А0 sin (т- <р). 
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В этом выражении фаза cp=~('t) определена уравнением ( 4"), которое 
.легко проинтегрирова'Ть. Малую поправку d к амплитуде коле·баний 
находим далее путем интегр·ирован.ия ура·внения ( 4' ) 2, ·в котором при
нимаем cp=<p-('t). 

Синхронный режим (q>('t)-+const) наступает, как следует из систе
мы (4), при 

(5) 

На границе области синхронизации амплитуда установившихся колеба
ний с точностью до членов в'Г'орого порядка малости равна амплитуде 

свободных а втоколебаний, фаза ер=± ; . 

Вне области синхрон·изации биения имеют ·сложный спектральный 
состав. Зная закон изм·енения фазы cp('t) (после интегрирования фазо
-вого уравнения), для расстроек 1s1 > ·so лег.1ю р ассчитать частоту бие
ний Q и спектральные составляющие колебания x=Aos in{'t-'(p ('t) ] 

Q = So Va2
- l , 

00 

х = В0 sin (т-\j)0) + ~ {Вп sin [ (1 + п Q) T-'\';t] + 
n=I 

+ cп sin [(1 - пQ)т - \j); ]} . 

В разложении Фурье (6) колебания х амплитуды 
компонентов В0, Bn .и Сп определены .выражениями 

g о = ~: = , а , ( 1 -V 1 - ~2 ) • 

+ Вп { 0 S > 0 
gn = А-;- = 2 V 0'2 - 1 1 ~ ln', S < О, 

g; = ~ = { 2 Va2 - l 1 ~ 1п, s>O 
А0 О , s< О . 

Здесь а = ~: , ~ = а ( 1 -v 1 - : 2 ) • 

(6) 

спектральных 

(7) 

Учет малых изменен'Ий амплитуды в режиме биений при-водит к 
незначительному, тем меньшему, чем жестче ограничены амплитудные 

отклонения, количествен'Н'ому изменению опектра коле'баний по ср а·вне
нию с (7) (качественное различие заключает.ся в том, чrо .спектр ко-

ле·бания не «односторонний», т. е . g;t :;С= О для s >О, g; :;С= О для s < О) . 

§ 2. Системы ·С «мягким» ограничением амплитудных 
отклонений 

Здесь мы ра·ссмат.риваем системы, в которых отклонения амплиту
ды А от равновесного значен·ия Ао ограничены сла·бо и могут быть 
большими. Это происходит в ре'Зультате того , что эффективное затуха
ние е (А) мало 

16 (Ао + Л А) 1« 1s1 (8) 

для достаточно больших отклонений 1 ЛА J. 
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Перепишем исходные укороченные уравнения (3) в декартовых 
ко·орд:инатах a=Acosчj), b=Asiшp 

а= 6(а, b)a-sb +л., Ь = 6(а, Ь)Ь + sa. (9) 

Рассматривая не -слишком малые расстройки 1s1,...., Л, введем малый 
параме1'р µ«в« 1, характеризующий малость эiффек'Гивного затухания 
в системе /0(А) lmax---вlsl. 

Введем обозначение 0(А) =вб(А), где lб(А) 1,...., lsl· 
Уравнения (9) ·переnишутся следующим образом: 

а = вб (а, ь) а - sb + л., 6 =: вб (а, ь) ь + sa. (10) 

Система (10) близка к линейной консер'Вативной. Действительно, 
в нулевом приближении (в=О) nолучаем 

(11) 

Уравнения (11) описывают вынужденные колебания в линейн·ой кон
с·ер·вативной системе 

л. 
а= 'У sln (Q-r + q>•), Ь = - у cos (Q-r + q>'), 

~ 
(12) 

где Q = 1s1. у- амплитуда собственных коле'баний; в нулевом прибл и
жении не определена. 

Подстановка ( 12) в нелинейную ф'ункцию 6 (а, Ь) приводит к по
явлению в правой час11и (10) возмущающих членов с частотами пQ. 
Посколь'Ку отличие rочного решения от пр'И'ближ·енного мало, пр едста 
вим искомое решение в виде ряда 

~ 

а= а+ Е (ап со~п Q-r + ~п sln п Q-r + rncos п Qт-S,, sin nQt), 
n=I 

00 

Ь = Ь - Е (ап sln п Q-r- ~п cos п Qt- r п sin п Q-r-Sn cos п Qt) . 

Здесь 
n=I 

ап = вп cos 'Рп• 'п = Сп cos 'Фп• а= А cos q;, 
~п = ~п sin 'Рп• Sп =Сп sin 'Фп; ь = А sin ~. 

а ........,А ~вп r ~S ,......,gп-1 
п t'n ' п n · 

(13) 

(14) 

Подставляем ( 13) в нелинейную функцию 6 (а, Ь) и разлагаем ее в 
ряд Фурье по частотам nQ: 

00 

6 (а, Ь) = Л0 + ~ (Л~ cos п Qt + Л~ sin nQ-r), ( 15) 
n=I 

где Л0 , Л~. Л~ есть ряды по степеням в. 

Искомое решение ( 13) nодставляем в (110) и учитываем (15). По
скольку амплитуды искомых колебаний в системе, близкой к линейной. 

708 



консервативной, меняются медленно, оставаясь ттрактически постоян· 

ными в течение времени т:·~Тg= ~ (где Q~ lsl вне обла1сти син
хронного режима есть ·ча1стота биений), приме,няе·м принцип гарм·о·ниче
ского баланса и ~получаем -систему дифференциальных уравнений отно-

сительно искомых медленно меняющихся а.11шлитуд а, Ь, ат, ~т. Гт, Sm, 
m= 1, 2, ... коrорую решаем затем, введя явно параметр е, методом по
следовательных приближений. 

§ 3. Применение изложенного способа ~интегрирования 
укороченных уравнений 

Рассматриваем сист·ему с мягким ограничение:м амплитудных от
клонений, эффектюшое затуха·ние в которой имеет вид 

6(а, b)=v0 +-1 v2(a2+ b2). 
4 

Ограничим искомое решение членами порядка е2 : 

а =а + (а1 + r1) cos Qт: + (~1 -S1) sin Qт: + 
+ (а2 + r 2 ) cos 2Qт: + (~2 -S2) sin 2Qт:, 

Ь = Ь- (а1 - r1) sin Qт: + (~1 + S1) cos Qт:

- (а2 -r2 ) sin 2Qт: + (~2 +S2) cos 2Qt. 

(16) 

(17) 

Получаем систему дифференциальных уравнений относительно амплитуд 

а, Ь, а1,2, ~1,2. Г1, 2. S1,2, которую решаем методом последовательных при
ближений. 

Нулевое приближение, е = О 

а = -~ь + л 

ь = sa 
;i = -(~-Q)S1 Г1о*О; S10*0; 

s1 = (~ - Q) r 1 Q = s. 
Первое приближение, е* О, ет =О, т = 2, 3, 

а1 = -~Ь1 + Л, 
Ь1 = [vo + +v2(A~ + 2cg)]ьo + ~a1. 

. 1 ~2 
а11 = -- v2 bor10 - 2~~11 , 

4 

. 1 ~2 

~11 = -v2 Ьо S10 +2~а11. 
4 

[ 

l 2 ~? ·1 
r 11 = v0 + 4 v2(c10 + 2Au) j r1u-(s-Q)S10· 

(18) 

( 19) 
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Здесь 

2 2 2 
С10 = Г10 + Р10, 

В систе:-.1е устанавливается одночастотный вынужденный режим, если 

-2 v0 1 А2 
Ао:>:--2-=- о, 

V2 2 
(20) 

где Ао - юшлитуда свободных автоколебаний. 
Расстройка, соответствующая границе области синхронного режю1а 

А~ = (-л.-)2 = _1_ А~, 
~гр 2 

V- л. 
Sгр = 2 So, где So = --. 

Ао 
(21) 

Лри выполнении условия (20) С1 0 =0; ~11=0. Время установления .син
хронного режима лри ра·сстройках 1s1,..., Sгр 1s1 <sгр, определяемое как 
.вре:\lя гашения собственных колебаний, дается уравнениюш в перво:-.1 
приближении (19). 

'rуст~ lvo+ +v,A~' . 
При 1s1 «so ограничение амплитуды происходит аналогично 

как эrо имеет месrо в потенциально автоколебательной системе. 

Режим биений 1s1 >~гр: 
2 v -2 

С10 = -4 - 0
- -2А0 , 

V2 

2 2 R2 [ В11 = а11 + "'11 = 

(22) 

(23) 

Во втором при:ближении получаем малые поправки к амплитудам 
спектральных составляющих и к частоте биений, пренебрегая которы
:\Ш запише~ результаты расчеrов (для расстрое'К 1s1 >sгр в .виде 

А 1 
go = Ао = -тат· 

- С1 v 2 g1 = -- = 1 - 2go, 
Ао 

Как и прежде, О' = -~-
~ ' 
"о 
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§ 4. Экспериментальная часть 

Явление синхронизации томсоновских систем при мягком и жест
ком ограничении амплитудных отклонений экспериментально было изу
чено на простейшей модели лампового генератора с контуром в цепи 
сетки. Жесткость устаковления ам·плитуды генератора менялась путем 
изменекия обратной связи. Для каждого типа генера1'ора (с большой, 
с малой жесткостью ограничения амплитудных отклонений) были сня
ты зависимости эффективного затухания от амплитуды. Эффективное 
затухание е {А) генератора измерялось следующим образом. 

1. Измеряем декремент затухания D0 линейного резонансного кон
тура генератора при разорванной обратной связи. 

Do = л f 0 Л f 0 - полоса пропускания контура, (25) 
2fol f 0 - резонансная частота его. 

2. Вводим в резонансный контур генератора линейное сопрот.ивле
ние R, которое перев•одит генератор в потенциально автоколе'бательный 
режим. 

Из•меряем при разорванной обратной связи декремент D 1 получен-

ного 1юнтура, D1 = Лf 1 • 
2fo 

3. Задаем на полученную потенциально а·втоколебательную систе
му внешнее ·синусоидальное воздействие. 

4. Частоту воздействия р устанавливаем в точности, равной резо
нансной частоте контура f о. 

5. Измеряем амплитуды вынужденных коле!баН'ий на емкост·и резо
нансного контура при включенной (А1) и разорванной (А 2) обратной 
связи. 

6. Меняем амплитуду внешнего воздействия и возвращаемся ·к 
пункту 4. 

7. Строим зависимость эффективного затухания е (А) генератора 
.от амплитуды в соответствии с фор1мулами 

0 (А) = D1 -D0 - 0п. а. (А) , (26) 

еп.а. (А) -~фiф~ктивное затухание В ПОТ·енциально авто:~юле'бательной 
системе, которое для каждого конкретного значения амплитуды А1 (и 
Az) 1ра·осчитыва·ем по формул1е 

0п.а. (А1) = Dl ~: . {27) 

Эти зависимости приведены на рис. 1, 3. Отметим, что эффектив
ное затухание для генераторов с мягким ограничением амплитуды хо

рошо аппроксюrируется в области действующих значений амплитуд 
квадратичным двучленом. 

Процессы синхронизации наблюдались на экране спектроанализа
тора. Спе·ктральные К·омпоненты колебаний измерялись ламповым 
вольтметром. Эксперимент проведен на частоте 21 Мггц. 

Результаты экспериментов приведены на рис. 2, 4, где сплошными 
.линиями нанесены теоретические кривые в соответствие с формулами 
(7), (24). 

Ра•зрешающая способность анализатора ( ~ 5 кгц) не позвал.ила, к 
~ожал·ению, измерить амплитуды спектральных компонентов при жест

ком ограничении амплитуды (рис. 4) в непосредственной близости к 
границе полосы синхронизации. Однако хорошее количественное сов-
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паден·ие для всех «разрешенных» расстроек позволяет судить о п олном 

согласии теории и эк·сnеримента и, следовательно, предполагать, что w 
для очень малых расстроек вплють до границы полосы амплитуды спект-

3 

2 
1 

е(JJ·ю3 

o f--~~~~--'0n--~~~~~_._-

2 А 
7 

-2 
-3 

-4 
-5 
-б· 

-7 

Ао 

Р1ис. 1. Gа•вИ•СИ.\!О{;ТЬ эфф6К"ГИiВНОIГО 
ва'Гухани,я от а:мmлитуtЦы колебан.ий 
для ~rенератора с жестким оnрани.че-

ем (/) 

е (А)=З-Jо-3 
[ 1- ( :01 )2 J 

Р1и;с. 3. За1мюимость эффектИ1в1юnо 
зату~хания от ам1Плитущы колЕiбаний 
дл~Я rенерато.ра с м:я.rюrм Q!Грани-

нием (/) 

8(А) = J ,З· IО-з [ 1-( ~о )2] 

9п 
1 

0,5 

т т 

Р1ис. 2. Же.С1Жое оnран•и<~ен·ие ·ам1п.пи
тущных от.клонен11й. Сnек'l'ральные 
'КШllП'Оненты колебаний 1В областн 

g. 
1 

0,5 

•биений 

1 о _ )'"'"' 1 _, J~-1·" 1 
1 ~r 

f~- + qк т 
1{ "i~.J~ 

' J,.'.... - ----....__ " 1 .-~: .... 
~_, 

4 б 

Рrис. 4. !Мягкое ограничение IШ.ШЛИ
тущных отклонений. Спектральные 
~комmоненты колебаний rв области 

биений 

1ралыных 1соста1вляющих соотве·т.ствуют приведенным теоретическим кри

вым (рис. 2). 

Заключение 

Процессы, пр·отекающие в генера1'оре томсоновского типа при дей
ствии малой внешней ·синусоидальной э.д.'с" качественно различны в 
зависимости от характера ограничения амплитудных отклонений. Гене
раторы с мягким ограничением усредняют, генераторы с жестким огра

кичением не усредняют амплитуды колебаний по периоду биений . 
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Пр и этом для :-.1ягкого ограничения за пределами области синхрон-
1:1ого реж има имеют место биения приближенно синусоидальной фор
мы, а :-.шлитуда 1которых .стремит.ся к ·нулю iПО мере подхода к гра·нице 

·области синхронного реж1има. Для жесткого ограничения фор
ма биений несинуооидальна. По мере •При'ближения к ·области син
.хронноrо режима их период неограниченно ра·стет, все более резК'о вы
ступает несинусоидальный характер этих биений. 

Эти результаты совпадают ·С получ·енными П. А. Рязиным rsJ, ко-
1орый численно проинтегр·ировал укороченные уравнения при некото
ром соотношении параметров изучаемой системы. Изменение фор~ы 
биений при изменении коэффициентов дифференциальных уравнений, 
-отм·еченное П. А. Рязиным, обу·словлено тем, что при этом изменялся 
характер ограничения амплитудных отклонений . 

В случае мягкого ограничения ам'Плитудных отклонений на грани
це обл асти синхронного режима амплитуда гармонических колебаний 

" " Ао 
-с частотои возд·еиствия .может онижатыся до величины у2" в то время, 

:как в случае жесткого ограничения эта величина практиче.ски не отли

чается от Ао. 
1В этих двух предеЛЬ'НЫХ случаях можно построить приближенное 

решение укороченных ура'Бнений. 
Реальные системы то·м,ооно1юкого типа с болышей или меньшей 

степенью точности могут быть отнесены к одному из двух рассмотрен
ных крайн'Их случаев. 

Незав1исимо · от хара·ктера огранич·ения амплитудных откл·онений в 
томсоновских автоколе'бательных системах, допускающих усре~дне.ние 
затухания по периоду гене.риру·емых колебан,ий, наступление .синх~р1он
ного режима характеризует1ся ;подавление·м ранее существ-ова'Вших ав

токолебаний и установлением чисто вынужденного коле'бания. 
Работа выполнена под руководством проф. В. В. Мигулина. 
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