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ВОЗБУЖДЕНИИ ·В ЖИДКОМ ГЕЛИИ 

tП01с11роен гамильтониан фо~нон -<р ·оrо111н1О1Го в з а1имосдейств1и я. Показ а.но, Ч1'О это 
:взаИ1Модей·с11ние не п.р И'в«J~ди т к измен·ению апект~ра фонон·о1в, но существенно ~влияет 
на апе~к11р рото·нов. 

В работах [2] получен положительный ·Ответ на вопрос о возмож
ности появления дис'Персии в фононной части спектра возбуждений 
(см. Ul] § 7) nри учете фонон-фонон1ного взаимодействия, однако при 
этом не было иоследовано возможное вл.ияние на перенормировку 
епектра фононов их взаимодействия с элементарными возбуждениями. 
которые имеют большие имnуль·сы. В этом случае в массовом опера
торе, определяющем изменение спектра фононов, в качестве промежу
точных ·СОСТОЯНИЙ ~беруТ'СЯ не только фононы k<kmax (-см. [:2])' но и 
возбуждения с k>kmax ( 1рот·оны). Гамильтониан взаимодействия
фононов с ротонами можно постро.ить в рамках феноменологической 
теории {il ], ~если учесть, что ротон в поле длинно·нолновых фонона.в мож
но рассмат.ривать как ча:стицу в движущейся .среде, т. е . . исходить из 
одноча1стичного ·с:пектра в окре.сТ'ности ротон.н·ого минимума. Таким ·об
разом, первая часть взаимодействия связана с изменением плотности 
гелия при наличии фононов .и .получается из гамильтониана ротонов 

н = sd;Ч!+ (;) {л (р) + f12 [k-ko (р)]2 } чг-(7), 
2µ (р) 

~ 1 ..... 
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разложением по степеням отклонения от равновесной плотности р1 (г) = 
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= p(r)-po: 
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Hf i> = ~ s dr'ч.-r+ (;) _1 __ 1 {3:!_ [ Л (р) + п2 (k - ko (р))2 ] х 
~ п! 2 дрn 2µ (р) Ро 
n= I 

х Р~ Й + Р~ (;} ~ [л (р) + t12 (ii- ko (P))2 l } Ч!- (;:}. (1) 
арп 2µ (р) _ Ро 

... 
Оператор р1 (r) выражается через бозе-опе;JJторы рождения и уничто-

жения фононов 
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Р1 (r ) = --=- eiq' ---2!L (а+_. + а.....), .... 1 ~ ..... __. ( np ) ''• 
-{v 2с -q q 

--+ 
q 

±.... 1 ~ -+--> 
где с - скорость фононов, v - объем системы, а чr (r) = ' v kJ ei k r ьik 
-есть волновая операторная функция ротонов, где Ь~ -бозе-операторы 

k 

рож,.J.ения и уничтожения ротонов. Вторая часть взаю1одействия свя
зана с появлениеУ дополнительного члена в гамильтониане ротонов 

п ри переходе от движущейся вместе с жидкостью систе~1ы координа т 
к покоящейся [1] : 

(2) 1 s --+ + -+ 4-+ -+::+ -+ 
н, = -2 drЧ! tr) (р v + vp) чr- (r), 

::+ li -+ 

rде р = -.- v - оператор импульса ротона, а 
i 

v-+Й = - ~ ~ q с~)''· (а+-+ - а-+) eiq-: 
-{v kJ 2poq -q q 

--+ 
q 

·оператор локальной скорости жидкости [2]. Следовательно, га:".1илыо
ниан взаимодействия длинноволновых фононов с ротонами эрмитов и 
в представлении оттер а торов рождения - уничтожения имеет вид 

н, = нр> + Hj2> = ~ _1_(~)п12 ~ _1 {~ [ Л(р) + 
kJ nl 2cV kJ 2 дрn 
n=l -+--+--+ -+ 

k k'q 1 ••. qn 

+ t12 (k - k0 (р))2 ] + ~ [ Л (р) + 1i2 (k' - k0 (р))2 ] } Х 
2µ (р) Ро дрn 2µ (р) Ро 

х ~ ( i li
3
c )'1•(q2 + 2qk')б .... - (а+ _. -а .... )ь+_.ь:=;. (2) 

kJ 2p0q k+k'+q -q q -k k' ............ 
k k" q 

Невзаююдействующим ротонам и фононам соответствует гами.1ь
тониан 

Но = Но+ Но = Л(р0)+ 0 0 ь-:;ь-; + liw(q)a-->a-+. R F ~( h 2 (k-k (р))2) + - L ... + 
, 2µ (Ро) q q 

k -; 

Из структуры га·мильтониана взаимодействия (2) следует, что оно 
в отличие от фонон-фононного взаимодействия U2] не приводит к пере-

-+ 

нормировке эне~ргии фонона nw (q). Действительно, пространство состоя
ний для г.амилыониана Но+ Н1,- есть прямое произведение фононного 
и ротонного подпространств, т. е. оно строится из ~вакуума, который есть 
прямое произведение вакуумных состояний \ О> = 1 О >F \О >R· 
Итак, оператор Н1, который имеет нормальную форму по операторам .... .... 
ротонов, зануляется на однофоноН'ных состояниях J q, О > , \ q >F j O>R, 

. -+ 

что и означает отсутствие перенормировки спектра фононов (J}(q) при 
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включении взаимодей-ствия с ротонами (2). Для коротковолновых фо
нонов (qЭ>О,5 А-1 ) возможен, по-видимому, еще один механизм вза.и
модействия с ротона:ми (см. 1[1], стр. 53), так как при столкновении ко-.... 
ротковолнового фонона ll(J) ( q) Э> Л (р0 ) с ротоном возможно образование 
двух ротонов, чему соответствует гамильтониан взаимодействия 

(3) ......... -..... + + -
Hr = ~ Г (k1k2k3q.) б ................. Ь -.Ь .... ь ..... а ..... + эрм. сопр. (3) 

~ k,+ k,+k,+q -k, - k, k, q 
- ......... 
k,k,k, 

Взаююдействие (3) дает соответствующий вклад в сечение фонон-ро
тонного рассеяния, однако не приводит для фононов ни к каким соб-

фф нl(З) ственноэнергетическим э• ект а:--1, так как также зануляется 

на однофононных состояниях lq>F /O>н. 
Рассмотрим, как фонон-ротонное взаимодействие влияет на слектр 

1 ( ь2 (k - k (р ))2 ) 
Q 0 (k) = - Л (р0) + 0 0 ротонных возбуждений; очевид-

л 2µ. (Ро) 
но, не нулевой вклад будет давать лишь взаимодействие с длинновол 

" 
kЯ. 

1Р11 с . 

,н.овыми фона1ми (12). Э'!'от !ВОIП.рО'с 
1Предсrа~вл·яеrг самосrо.ятелыны~"! нн
терес, та1к ка1к m•оо'Воляет у;ста1но1вить, 

на1сколык10 JЮстровн1ный гаl\!ильто
ниа~н вза иr..юдей~с11В1ия (2) сооllВет 
ствует ~реальной ,сиrуа~ц.ии :В Не4 , та .к 
. ка1к результаты •ОТ'Н~осиrельно пере

норю-11ровки спектра Qo (k), 1110 .1у;ч е н
ные с помощью (2), можно сравнить с результатами Питаевского [3], 
нсследова·вше110 некот·о.рые особые точки спектра возбуждений Не4 без
относительно к конкретному виду гамильтониана взаимодействия воз 
бужден ий. Спектр ротона, взаю10действующего с фононами, опреде-

ляет ся полюса:'11и полного пропагатора D (k, Q) = _
1 

1 
, 

D0 (k,Q) - M(k , Q) 

где М (k, Q) - полный массовый оператор, а Do 1 (k, Q) = Q -
..... 

- Q0 (k) + iб п р о пагатор невзаю10действующих ротонов. Если ограни-
чится в массово~~ оператор е о;:~,нофононным вкладом во втором порядке 
теор ии возмущений, которо:v1у соответствует приведенная диагра:'11:'11а, 
тогда для М (k, Qo(k)) получим 

М ( k, Q0 ( k)) = - А q2dq dЛ. 2с -- ' j~ J+l B(k, Л) 
q +~-2(k-k0) Л h 

t 
о - 1 

- " q = 0,5А- 1 , ~Lo = µо (Ро), ko = ko (Ро). 

(4) 

Из (4) видно, что массовый оператор имеет особенности для волновых век

торов k > k0 + сµ.о и k< k0 - c~Lo , т. е. k± = k0 + сµо - 1<ритические 
11 /1 с 1i 

волновые векторы ротон Jв. Асимптотика массовогJ оперзтора (4) при 
k-J- - k 

0< « 1, где 't = kt - k0 имеет вид 

( 
k+- k ) 

M(k, Q0 (k)) = -а + ~(k-kf)31n с , 

• 
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где а>О, ~>О определяется из (4), соответствующее 

спектра возбуждений ротонов в окрестности особой точки 
деляет.ся выражением 

л ( ) "' 2 li (k- k+) 2 

Q (k) = ____Ео__ + -11
'- - а+ с (k - kd) + с + 

h 2µ 0 2µ 0 

+ ~(k-kd)31n ( kt-;k ) , 

коТО'рое совпадает с результатом, полученным в [3]. Из (5) 
что импульс likd для ротона является порогом испускания 
так как при k >kd в (5) и :1-1ассовом операторе появляется 
тельная мню1ая часть 

lmМ(k, Q) = -n~(k-kd)3 , (k>kd), 

поведение

kl опре-

(5} 

следует, 

фонона,. 

отрица-

что соответствует появлению затухания, т. е. потере энергии ротона 

с k >kd на изучение длинноволновых фононов. В отличие от {3] настоя
щее рассмотрение позволяет определить критический во.1новой вектор 

kl ~ 2, 14А- 1 , которому на экспериментальной кривой спектра воз
буждений действительно соответствует начало участка, близкого к ли
нейно:\1у при k ~ k"j- ('см. [4]), для которого Q' (k) = ffi' (q-+ 0) = с,. 

т. е. удовлетворяются условия распада возбуждения с испускание:\1 

«мягких» фононов [3]. Волновому вектору k-; реальной критическо1"1 

точки не соответствует, так как в окрестности k-; .J..'IЯ распада не 
выполняются законы сохранения. Таким образом, сравнение получен
ных результатов с те·орией Питаевского [3] по.J,тверждает правильно сть 
вида построенного гамильтониана фонон-ротонного взаю10действия (2). 
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