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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДАВЛЕНИЯ ПО ПОВЕРХНОСТИ 
НЕСФЕРИЧЕСКОй ГЛОБУЛЫ 

Дается анализ распределения давления и плотностн глобул различной формы .. 

Известно, что в достаточно сильном сжимающем внешнем поле 
qJ(r) полимерная цепь «схлопьшается» в плотную глобулу. При этом, 
как показано в [1], свободная энергия F и плотность п глобулы опре-. 
деляются через наименьшее собственное значение Л и соответствующую) 
ему собственную функцию 'Ф уравнения 

следующим образом: 

Л'ljJ + л~ и 'Ф = О (1) 
а 

F = F0 + NЛT, 

п ,......,,р2 ехр И, 

(2) 

(3) 

где И=___!__, а - длина звена, а F0 - свободная энергия несвязанного 
т 

клубка. 
Если полимерная цепь зажата между какими-нибудь стенками 

(в качестве таковых могут выступать, например , поверхности сосед­
них глобул), то их действие можно описать введением внешнего поля 

И _ f О внутри D 
- l U0 вне D, 

где D - некоторая область объема V, ограниченная замкнутой поверх­
ностью~; ~задается уравнениеl\1 f (r) =0. 

Естественно поставить вопрос о распределении давления (и плот­
ности) глобулы по поверхности ~-

Если свободную энергию (2) и объем V рассматривать как функ­
ционалы от функции f, то давление будет равно отношению вариацион- ­
ных производных этих функционалов (с обратным знаком ): 
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бЛ 

р = -NT--'-бf_ 
бV 

бf 



Если D есть шар радиуса R, то давление не зависит, конечно, от 
точки поверхности и легко вычисляется: 

р = 
2NT 

зv 

Предполагая Ио большим, в регулярной точке поверхности полу­
чим (см. приложение) 

~=-а21~12· 
бV дп 

(4) 

Здесь п- длина вдоль нормали в рассматриваемой точке, а 'Фо - нор­
мированная на единицу собственная функция (принадлежащая наи­
меньшему собственному значению) первой внутренней краевой задачи 

л 
Л-ф0 + - 0 'Фо = О (внутри D) 

а2 
(5) 

и 

'Фо /z = О. 

Без конкретизации вида области в этом уравнении уже нельзя вы­
делить каких-либо малых параметров . Поэтому дальнейшее исследо­
вание можно проводить лишь для областей специального вида. Чтобы 
сделать качественные выводы о зависимости давления от геометрии 

поверхности ~ в регулярных и особых точках, мы приведем точные 
решения для некоторых характерных обла1стей. Таким путем будет 
выяснена роль анизотропии области и налич·ия «перетяжки» в ней. 
Роль особых точек можно выяснить в общем виде. 

В качестве простейшей анизотропной области рассJ11отрим сфероид 
с расстоянием между фокусами 2 а~2 R, где 2 R- длина оси вра­
щения. 

Введем вытянутые и сплюснутые сфероидальные координаты s, ·ri. 
ер (см. [3]) (s-поверхности есть сфероиды, а r~-поверхности - гипербо­
лоиды). В этих координатах задача (5) в отличие от (1) допускает 
разделение переменных: 'l\Jo=T(s)S(ri)Ф(cp). Расчет показывает, что 
давление в этом случае равно 

= 2NT ( л:а )2 { l + ~ [ л:2 + 3 _ 2 л: 2 - 3 ] \ 
р ЗV R - R2 9 ТJ 9 ( . 

(6) 

(Знак плюс для 1Вытя.нуто1го сфероида, а минус - для сплюснутого.) 
Отсюда видно. ·что давление в точке не определяется кривизной 

поверхности в этой точке. (В противном случае в точке касания вто­
рого порядка двух разных сфероидов давления были бы одинаковы, а 
формула (6) показывает, что это не так.) 

Из (6) видно, что давление спадает в удаленных концах областi1. 
Эта тенденция усугубляется при дальнейшем вытягивании сфероидов -
убывание становится экспоненциальным. Качественно то же самое по­
лучается и для цилиндрической или прямоугольной формы области D. 

Такое распределение давления является естественным проявлением 
наличия линейной памяти вдоль цепи. В терминах квантовомеханиче­
ской аналогии оно означает, что частица, находящаяся в основном со­
стоянии в поле И (r), относительно редко бывает в этих частях об­
ласти. 

Для того чтобы рассмотреть область с «Перетяжкой », возьмем в 
качестве S (ri) вторую собственную функцию (5) для сплюснутого 
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сфероида (а~ R). Она имеет узел вдоль гиперболоида с диаметром 
«горловины» ....... а и углом раствора асимптотического конуса ~ 108°. 
Поэтому можно найти функцию 'Фо для случая, когда ~ состоит из этого 
однополостного гиперболоида и двух сфероидальных «крышею>. 

В результате вычислений получим 

Т (~) = J. ( vas ) -. f R ( l __ 1_1 ) + 
- 1' R V а~ 42~2 

+ _5 1: ( уа~ ) -. / R ( l _ ао~2 ) -'\'!!:.__ 
21 

1
' R ) V а~ R2 R~ ' 

где 'У - перный корень функции Бесселя l •;,, а штрихом обозначено 
дифференцирование функции по своему аргументу, и 

{ 
у2а2 [ 6 1 ] } S (11) =В Р2 (11) + - R2 245 

Р4 (11) - 45 ' 

где Pj(11) - соответствующий полrшом Лежандра, а В - нормирующая 
постоянная. 

Зависимость давления от точки на гиперболоиде определяется множи-
1 1 

телем -- Т2 (s), а на сфероиде - множителем --S2 
( 11), где Н; и Н11 -

~ ~ 
соответствующие коэффициенты Ламе. 

Графики этих функций показаны на рисунках. 

ct 2 

- R2 ~-------~.._. 

Рис. 1 Рис. 2 

Если «горловина» гиперболоида расширяется, то минимум давле­
ния в ней становится менее яр1<0 выраженным и исчезает вовсе, сли­
ваясь с обоими максимуыами . когда область превращается в цилиндр . 
Следовательно, сильно сжатая по экватору глобула «разваливается» 
на две глобулы, связанные .пишь несколькими нитями. 

Рассмотрим поведенпе давления вблизи угловой точки поверх­
ности ~. 

Так как на поверхности ~ 'Фofz =U, то в угловой точке равны ну­
лю производные от 'ljJ-функции по трем (касательным к поверхности) 
направлениям, т. е. равен нулю grad '\)Jo. Так получается даже в «сла ­
бом изломе» плоской стенки (двугранный угол :rt-~ или вершина ко­
нуса с раствором :rt-~ при ~~:rt}, однако обращение в нуль происхо-

дит по закону ( _2_ '/31п, т. е. лишь на длине ~ L ~хр {- __::__}, где L -
' L / ~ 

характерный размер области, а р - расстояние от угловой точки. 
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Чтобы перейти от поведения вблизи угла нормальной производной 
I< поведению давления, вернемся к интегральному уравнению 

S g ( 1 У 1 ) 'Ф (х + у) d3y = ехр {И (.х) - Л} 'Ф (х), (7) 

из которого в [ 1] получено дифференциальное уравнение ( 1). 
Как можем видеть, переход от (7) к ( 1) возможен лишь, еслн 

a~R, где R - характерная длина изменения функции 'ljJ. В частности, 
в формуле (4) должно быть бV~а3 . Поэтому на полученном из (5) 
профиле давления имеют смысл лишь такие детали, протяженность 
которых заметно превосходит а . Кроме того, структура теории возму­
щений для ( 1) п (7) одинакова, так что по аналогии с ( 1 О) получим 

бЛ = -1'Ф(М)12 бV, (8) 

где 'Ф (М) - внутреннее граничное значение собственной функции урав­
нения (7). Однако в пограничном слое (толщиной --а) собственная 
функция (5) сильно отличается от собственной функции (7). Для полу-

чеJНия 'Ф 1 :Е с точностью до ( ; ) 
3 следует уточнить краевые условия 

для (1). Для этого положим в (7) ХЕ~ и для 'ljJ(x+y) воспользуемся 
формулой Тэйлора с центром в точке х. В отличие от случая внутрен­
них точек здесь уже первый член разложения дает ненулевой вклад, и 
в регулярной точке поверхности получается краевое условие третьего 
рода 

где v- численный множитель порядка 1, зависящий от конкретного 
вида ядра g. 

Аналогичная процедура вблизи угловой точки дает 

'\jJ-a ~ vi дф = О, (9) 
.l.J дпi 

l 

где i- номер грани угла, а vi - здесь функции точки поверхности, 
причем Vi обращается в нуль на расстоянии --а от i-той грани. 

4 
В результате в двугранном угле давление окажется -- ( -; -) , 

что лишний раз подтверждает, что ( 4) правильно описывает ход дав­
ления на расстояниях ~а от углqвой точки. При большем числе гра-

ней (9) дает р ,..._, (_.!!__ J6, поэтому вблизи такого угла нужно пользо-
R , 

ваться дифференциальным уравнением четвертого порядка, та.к что в 

действительности в таком yr ле р ~ ( _.!!_)5 
. 

. R 
Все это, разумеется, не касается «слабого излома» с достаточно 

л: 
малым ~: при ~ ~ --- излом вообще не сказывается на поведении 

L 
ln-

a 
давления. 

Приложение (вывод формулы (4)) 

Допустим, что за счет деформации поверхности ~ вблизи тачки М объем увели­

чился на б V. При этом собственное значение изменилось на бЛ= f 'ljJ*h'ljJdV, тде опе­
ратор воз.~1ущения 1i равен 
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- { -И0 внутри бV 
lt= • 

О вне l\V 
поэт:;му 

бЛ. = -И0 \ ф (М) \2 бV. (10) 

Отсюда (или из (8)) следует, что в каждой точке на поверхности глобулы .:~.ав­
ление и плотность (3) пропорци'Ональны. 

Не ограничивая общности, можно считать, что поверхность ~ вблизи точки М 
за.:~.ается уравнением Z=f (х, у). Следуя [2]. обозначим 

z-f(x, у) 
Р1 = х • Р2 = У• Рз = у е , 

l 
где е = --. Можно показа'Гь {2], что в пограничном слое производные волновой; 

Ио 
функции по разньш р одного порядка по е. Поэтому, сохраняя члены только нулевого 

, , д г- д 
поряд1<а по е и учитывая, что [1 + (f х) 2 + (f y) 2J -д-- = у е -д , получим во внешней 

Рз n 
облас'Ги 

т. е. 

{ n0 -n} 
ф =А ехр а Ve . ( 11)> 

Именно в пограничном слое, где справедливо это выражение для собственной 
функции уравнения ( l), последняя сильно отличается от точной собственной функuии 
(7). Это, однако, несущественно, так как мы используб1 ф лишь как вспомогательное· 
орудие для отыскания Л.. 

Волновую функцию внутри области будем искать в виде ряда по степеню1 уе 
Ф=Фо+ УвФ: + .... 

Граничное условие состоит в равенстве внешней и в·нутренней логарифмическоi'ю 
производной по нормали. Так как Фоl:Е =0, то согласно (11), получим 

что и дает (4). 

дфо 

дп 

ауе 

При~1ененный метод аналогичен известному из электродинамики методу, осно­
ванному на краевом условии М. А. Леонтовича. 

Выражаю глубокую благодарность акад. И. М. Л~фшицу за постановку задачи 
и систематические обсуждения в процессе ее решения. 
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