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НЕКОТОРЫ Е ВОПРОСЫ КОВАРИАНТНОЙ СТАТИСТИКИ 

В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ 

Развивается подхо.д к статистическому описанию гравитирующих частиц в rкри­
в.ых пространствах, о.пи1раяоь на так называемое простр·анство опорных элементов в. 

стати.стической ·механике. 

К:ак показал А. А. Власов [1], переход к статистическим методам 
в теории тяготения связан с построением пространства опорных эле­

ментов. Это пространство является многообразием восьми измерений и 
представляет собой топологическое произ'Ведение базисного риманова 
про·странства и пространства значений четырехмерной скорости мат~­

риальных частиц, причем на абсолютную величину вектора скорости 
не накладывается никаких ограничений . 

Исходная общековариантная система уравнений, состоящая аз 
уравнения непрерывности для функции распределения f (х, и) = 
= f(x0, х 1 , х2, х3, u0, u1, и2 , u3) и уравнений тяготения, имеет вид 

CG дf (х, U) _ ГСG (3 у дf (Х, u) - о· 
и [3у и и - ' 

дха диа 
(1) 

Raf3 (х) - + R (х) gaf3 (х) = - 8
'; y af3 (х); (2) 

где 

yaf3 (х) = m S ua uf3 f (х, и) V - g d4u. (3) 

Элементом объема , инвариантным относительно допустпмых пре-· 
образований переменных в пространстве опорных элементов 

(4} 

является величина 

V - g dx!I dx1 dx2 dx3 V - g du0 du1 du2 du3 • 

Сигнатура метрического тензора: -1, 1, 1, 1. 
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Исключение дополнительной степени свободы 

Функция распределения f (х, и) содержит четыре независимых пе ­
ременных u0, и 1 , и2 , и3 • Кроме того, в уравнение ( 1) входят производ­
ные по нсем этим переменным. С физической точки зрения это озна­
'Чает, что каждая из рассматриваемых частиц массы т имеет допол­

нительную степень свободы, связанную со взаимоотношениеы 
лабораторного и собственного времени. В связи с этим к уравнению 
непрерывности ( 1) необходимо присоединить дополнительное условие, 
налагаемое на функцию распределения и позволяющее исключить чет­
.вертую степень свободы. Мы рассмотрим два таких условия. 

Предположим сначала, что функция распределения имеет вид 

f (х, и) = 2Ф (х0 , х1 , х2 , х3 , u1, u2 , u3) l3 (ga/3 ua и/3 + с2) 
:или при и0 > О 

f(x, и) = Ф(хо, xi, х2, хз, ui, и2, из) ulo б (ио- uo-gokuk ') (5) 
guo J' 

еде 
1 

ио = f(gok gom -goo gkт) uk um - goo С2 ] 2 

(k, т = 1, 2, 3; а,~ = О, 1, 2,3). 

Подставим в ураrвнение ( 1) функцию распределения в виде (5) и 
.интегрируем по и0• Получим 

иа дФ _ ~vuf3 и" дФ = О. 
дха дuk 

(6) 

про-

(7) 

В сущности условие (5) сводится 
j (х, и) удовлет.Воряла ураrвнению 

к требованию, чтобы функция 

uo дf (х, и) · = О 
дuО 

м к выбору элемента объема 

(и0 =f=.0), 

V _ g _d_u_i_d_и_2 _dи_3_ 

(8) 

(9) 

и,нвариантното относительно преобразования компонентов и1 , и2, и3, 
·согласно ( 4). 

Однако уравнение (8) не является ковариантным. Поэтому рас­
смотрим другой способ исключения дополнительной степени свободы 
частиц. Требование (8) заменим ковариантным уравнением 

ua дf(х,и) = 0. (10) 
диа 

Ураrвнение (10) появляется автоматически при переходе к про­
етранству линейных элементов. Действительно, элементом такого мно­
гообразия можно считать произвольную точку базисного пространства 
и линейное направление, исходящее из этой точки [2]. Линейное на­
правление аналитически может быть задано отношениями компонентов 
вектора четырехмерной скорости, из .которых не все обращаются в нуль. 
Мы имеем и0 =t=О, и поэтому отношения есть 

ul u2 
о ' и 
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Функция распределения f (х, и) задает скалярное поле в пространстве­
линейных элементоп . Следовательно, она должна быть однородной ну­
левой степени относительно второго ряда аргументов и, согласно тео­
реме Эйлера об однородных функциях, удовлетворять уравнению ( 10). 

Подставим значение частной производной функции распределения 
по и0 из (10) в (1). Приходим к уравнению 

а дf (х, и) (Гk иk Го ) " " дf (х, и) О 
и - f3v-- f3v Ш'U' = . 

дха и О диk 
( 11) 

Отличие уравнения ( 11) от уравнения 1(7) очевидно. Уравнение (7) 
определяет трехмерную по второму ряду аргументов функцию 
Ф (х, и 1 , и2 , из). Величина и0 в (7) не является независимой. Уравне­
ние ( 11 ) есть уравнение непрерывности для однородной четырехмерной 
по компонентам скоростей функции f(x, и), и все и0, и 1 , и2 , из в этом 
уравнении следует рассматривать как независимые переменные. 

При выборе инвариантного элемента объема проще всего посту­
пить следующим образом. Вместо переменных u0, и 1 , и2 , из введем но-

( 
2 и~ и2 из 2 f3 

вые независимые переменные и), -, -, -, где (и) = ga13 uaи. ио ио ио 

Находим выражение Якобиана этого преобразования 

~ 
2 (и) 2 

( 
иl и2 из ) 

д(и)2---
' uo ' uo ' uo 

и вместо инвариантного элемента объема V - g du0 , dи1 , du2 , duз получа­
ем элемент 

V-g (u0) 4 d(и)
2 

d ('~) d (...:::._)d (~ ). 
2 (и) 2 и0 и0 ио 

Но величина d (и) 2 есть инвариант. Следовательно, искомый элемент объе­
ма 

Частицы в стационарном гравитационном поле 

В качестве примера точного решения уравнения ( 11) приведе;-.г. 
функцию распределения невзаимодействующих частиц во внешнем ста­
ционарном гравитационном поле. 

Для метрического тензора имеем условия 

( ) о дgа(3 (х) = О . 
gOk Х = ; дхО ( 12)· 

l(оэффиuиенты при частных производных функции распределения по 
составляющим вектора скорости в ( 11 ) равны 

( g ka - gO<I l :: ) Г а,(3у uf3 uv . ( 13)> 

Так как 

Га,f)у = _1_ ( дgaf3 + дgау _ дg13у ) . 
2 дх" axf3 дх(J 

( 14 )> 
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выражение (1 3) принимает вид 

( 
k uk ) ( аиu 1 а (и) 2 ) gu-gou - U'V------. 

и0 ахУ 2 axu 

Уравнение (11) с учетом (12) и (15) можно переписать в виде 

ua af ( х, и) - ( gkm UP u l agmp - _1_ g km а (u)2 
аха ах1 2 ахт 

- goo uk ul agoo ) af ( х, и) = о . 
axl auk 

Решение уравнения (16) можно представить в форме 

атс2 _r - g 
f (х, и) = А ехр " 00 

1/ 1 
_ gkz uk и1 

-goo uo uo 

где А, а-постоянные. 

( 15) 

( 16) 

( 17) 

Мы получили функцию распределения частиц во внешнем стацио ­
нарном поле тяготения в виде однородной по составляющим вектора 

скорости функuии . Эта функция удовлетворяет уравнению (16) прн 
любых u0, и', и2, u 3. Величина -u=(-ga13ua uf3)'!2 при этом может 
быть произвольной. 

Тензор эн6рrии-импульса и вектор потока частиц 

В пространстве линейных элементов тензор энергии - им пульса и 
вектор потока частиц определяются выражениями 

(18) 

(19) 

Из уравнения ( 11 ) следуют законы сохранения этих величин . Напри ­
ыер, чтобы получить закон сохранения вектора потока ча·стиц, умножи~1 
уравнение ( 11 ) на (-и) и проинтегрируем по dQ. Получаем 

-- + Г,,,13 P f3- 5Г13v -- f (х, и) (--и)- 1 dQ + ара v о s uf3 и" 
аха u O 

+ s ( г~V - Г8у ~) uf3 uYf (Х, и) (-u4) а (- u)-
5 

dQ -
uo аиk 

- S ua f (х, и) (-и)4 а <~:)-
5 

dQ = О. 

Мы опустили поверхностные интегралы по скоростям. Учитывая, что 
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это выражение преобразуется к виду 

-- + Г~/3 р/3 + 5Г8v gap u/3u'VUP (- u)- 3 f (х, и) dQ -дРrх s , 
дхrх 

- - f (х, и) urx _____!!!!_ ua u 0 (-и)-3 dQ = О. 5 s дg 
2 дхrх 

Два последних интеграла сокращаются вследствие ( 14), и мы полу­
чаем равенство нулю ковариантной дивергенции от вектора потока 
частиц. 

Сохранение энергии-импульса проверяется аналогично . 

Уравнение Власова как предельный случай ковариантных 
статистических уравнений 

Предположим, что гравитационные взаи модействия между части ­
цами являются слабыми, т . е. 

О> 

grx/3 (х) = grx/3 + hrx/3 (х). 

Величины hrx/3 (х) и их производные малы по сравнению с единицей и име-
о 

ют первый порядок малости; grx13- галилеев метрический тензор. 
В этом случае можно положить 

uO С 

Так как общее решение уравнения (10) при u0 -=f=. О можно представить в 
форме 

f(x, и) = f х, -, ( 
ul 

uO 

u2 ~\ 
uo' uo)' 

уравнение 

urx дf (х, и) _ ( дhk./3 + _.!'!_ дh013 __ 1_ дh 13 ..,, _ 

дхrх дх'У uo дх'V -2 дхk 

__ 1_ дh 13..,, • __:!___) :at (х, и) = 
0 2 дхо uo Lдиk 

приводится к виду 

дf (t , х, v) + vk 
дt 

дf (t, х, v) + [..!:.___ дh00 _с дhk.o __ 1_ vk дhоо _ 
дхk 2 дхk дt 2 дt 

_ vlvmvk дh0t + v1vmvk дhmt ] дf (t, х, v) = О, 
с дхm с2 дt дvk 

(20) 

(21) 

где коэффициенты при дf /дvk являются проекциями поля ускорений 
частиц на координатные оси. 

С принятой точностью имеем также 

1 ( . д2h д2hg д2hр ) 
R rx/3 ~ 2 O hrx/3 + д~дхf3 - дхf3дх'V - дхrхдхf3 ' (22) 
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О А (J G 

где h = ha.13ga."; ha. = ha.13gl3°, О - оператор Даламбера. В гармонич~-
ской координатной системе {3] три последних члена в (22) обращаются 
в нуль. Учитывая это, вместо (2) получаем· уравнения 

1 8л:у 1 о 2 D ha.13 = -7 (Та.13- 2 Tga.13), (23) 

в которых согласно (18) в рассматрюt'lемом приближении следует положить 

т" ~ те' s ( 
1 
~7) /(t,x,v) (i ~f )' d•v, 

тok= -mc .f --v_k __ f(t,x, v) 
1 

d3v, 

(i- ~: ) (1-:: у 
" vkv1 1 

T k1 = mj ---- f(t,x,v)----d3v, 

( 1- :: ) ( 1 - -~: )
2 

Т = - mc2 r f (t, Х, v) l d3v. 

J (1 -:: )2 
Уравнения (21), (23) вместе со значениями тензора энергии-импульса, 
выписанными выше, образуют замкнутую систему уравнений для реля­
тивистских частиц, гравитационные взаимодействия между которыми 
являются слабыми. Чтобы получить нерелятивистское приближение, 

v2 
положим - ~ 1. Тогда, ограничиваясь квазистатическим случаем, 

с2 

приходим к системе уравнений 

Лh00 = -4n ( 
2
;;) S f (t, х, v) d3v , {24) 

Лlik0 = 4n ( 4vm ) S vkf (t, х, v) d3r1, (25) 
\ сз 

Лhk 1 = - бk 14n ( 2
;; ) S f (t, х, v) d3v, (26) 

~ + vk __?[_ + [ __::_ дhоо _ с дhko __ l_ v" дhо~ _ 
дt дхk 2 дхk дt 2 дt . 

-vl ~ki_ - cvl ( ' дhko _ дhoz )] ~= О. (27) 
дt L дхl дхk дvk 

В последнем уравнении мы опустили члены, содержащие произведе­
ния скоростей, которые при подстановке в ('27), значений ha.13 из (24), 

v2 
(25), (26) имеют порядок малости выше - . 

с2 

Решения уравнений (24) , (25) . (26) имеют вид 

2И 4Иk 2U 
hoo = -; hko = - --; hkl = бkl -; 

С2 rfl с2 

где И- ньютонов потенциал 
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а через ui (х, t) обозначено решение уравнения 
ЛUk = - 4nym s vkf (t, Х, v) d3v. 

Теперь уравнение (27) можно переписать в виде 

31__ + vk _!!__ + _!_!__ [ _!!!___ - Зvk дU + 
дt дхk дvk дхk с2 дt 

+ _!_ дU k + 4v
1 

( дИ k _ дU z ) ] = О. 
с2 дt с2 дхl дхk 

Вследствие сделанных предположений величины, содержащие с-2, мож­
но опустить, и мы приходим к уравнению Власова для частиц, взаимо­
действие между которыми носит гравнтапионный характер . 

Итак, система ковариантных статистических уравнений, состоящая. 
из уравнени~ непрерывности для функции распределения в восьмимер­
ном многообр_азии опорных элементов и уравнений гравитационного 
поля, содержит дополнительную степень свободы частиц. Эта дополни­
те.'!ьная степень свободы может быть исключена путем присоединения: 
к уравнению непрерывности ковариантного условия в форме уравнения 
Эйлера для однородных функций нулевого измерения относительно 
аргументов, представляющих собой компоненты четырехмерного век­
тора скорости. Статистическая независи~юсть всех четырех компонен­
тов вектора скорости, присущая исходной систеые уравнений, при этом 
сохраняется. Переход к семимерному способу описания сказывается 
лишь на форме уравнения непрерывности и на операции инвариантного 
интегрирования. 

Из уравнения непрерывности для функции распределения в про­
странстве линейных элементов, так же как и в общем случае простран­
ства опорных элементов, следуют законы сохранения вектора потока 

частиц и тензора энергии-импульса. 

В нерелятивистскоl\1 приближении самосогласованная ковариант­
ная система уравнений сводится к уравнению Власова для гравитирую­
щих частиц. 

Выражаю благодарность .проф. А. А. Власову за предоставление 
темы и руководство работой, а также доц. Ю . М. Лоскутову за ценные 
дискуссии. 

ЛИТЕРАТУРА 

!. В лас о в А. А. Статистические функции распределения. М., «Наука», 1966. 
2. С а r t а n Е. Les Espaces de Finsler. Paris, Herman, \9i34. 
3. Фок В. А. Теория пространства , времени и тяготения. М., Физматгиз, 1961. 

Поступила в редакцию 
5.11 1970 r. 

Кафедра 
теоретической физика 



OJ-e еАТТ1t и k! 
· МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

№ 1 - 1972 

УДК 534.222 

и . ю. сол одов 

КОЛЛ ИНЕАРНОЕ НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

УПРУГИХ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН В КВАРЦЕ 

Описана ~1етодика иссле;:~.овани~ нелинейного взаимодействия упругих поверх­
ностных волн , распространяющихся в на,правлении оси у кварца х-среза. Для возбуж­
дения и прие~1а поверхностных ~юлн в частотном диапазоне нескольких десятков 

мегагерц использовались противофаз·ные пьезоэлектрические преобразователи. Наблю­
далась генерац11я поверхностных волн ,су.ммарной и р·азностной чапот. Исследована 
зависи~1ость эффекта от мощностей взаимод~йствующих волн н расстояния взаимодей­
ствия. Прове:~.ена оценка парам етра нелинейного взаимодействия поверхностных волн. 

Изучение нелинейного распространения упругих поверхностных 
волн началось сравнительно недавно [1, 2]. К настоящему времени уста­
новлено, что при распространении поверхностных волн в кристаллах 

кварца и ниобата лития происходит эффективная генерация второй гар­
моники [2, 3, 4] и образование волн комбинационных частот [5]. 

В данной работе приводятся результаты экспериментального изу ­
чения коллинеарного взаи1110действия упругих поверхностных волн, рас­
пространяющихся в направлении оси у кварu.а х-среза. Возбуждение и 
прием поверхностных волн лроизводился с использованием пьезоэлект­

рических противофазных преобразователей. 

Согласно [6] при распространении поверхностной волны вдоль оси 
у кварца иl\lеется отличный от нуля угол между фазовой и групповой 
скоростью волны. Величина этого угла экспериментально может быть 
определена по смещению пучка поверхностных волн от направления у , 

в данном случае она равна -8°. Поэтому для того, чтобы два пучка 
поверхностных волн, излучаемые преобразователями сигнала и нака 1 1 -
ки с частота111и f с и fн соответственно в направлении оси у распростра­
нялись параллельно и непрерывно при этом взаимодействовали, оба 
эти преобразователя , а также приемный преобразователь, работающий 
на частоте f н. располагались на одной прямой под углом -8° к оси у 
(рис. 1). 

Взаимодействующие поверхностные волны возбуждались преобра­
зователями спгнала и накачки, которые изготовлялись непосредственн :J 

на поверхности кварцевого образца и содержали по 30 пар электродов 
длиной 8 мм, и периодом 145 и 75 мк. П ри фазовой скорости поверх ­
ностных волн в направлении оси у -3,25 -1 0~ с.м/сек основные частоты 
этих преобразователей составляли 22,5 и 44 мгц. Приемный преобразо-
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ватель, период решетки которого 50 мк, настраивался на суммарную 
частоту fк=бб,5 мгц. На излучающие преобразователи сигнала и на­
качки подавались электрические импульсы соответствующих частот 

мощностью порядка 1 вт и длительностью 1-1 О .мксек. Для подавле­
ния отраЖен.ий ·поверхностных волн боковые стороны кварцевой пла­
стннки покрывались поглотителем (слой пицеина). Одновременное 
распространение акустических импульсов к приемному преобразователю 

tfc fн 

итель По211от 

r --- n 

i 1 1 1 1 i 
, L~-- ~...J 

х 

1 1 

= 
у 

fк 
достигалось введением задержки 

электрического импульса накачки 

.:>тносительно сигнала на время рас­

пространения поверхностной волны 

между преобразователями сигнала 
и накачки. При выполнении этого 
условия приемный преобразователь 

регистрировал появление поверх­

ностной волны суммарной частоты. 
Помещая на поверхности образца 
в различных точках на пути рас­

пространения поверхностных волн 

каплю эфира, убедимся, что резуль­
гирующая волна исчезает при пере-

Рис. 1. Схема расположения преобраэо- крытии любого из взаимодействую-
вателей на поверхности образца щих пучков поверхностных волн. 

Расстояние ыежду центрами излу­
чающих преобразователей было 

равно 30 мм, при этом оптимальное время задержки импульса накачки 
изменялось от 9 до 12 мксек при различной длительности взаимодейст­
вующих импульсов. Такое изменение оптимальной задержки объясняется 
искажением формы акустических импульсов rпри излучении, протяжен­
ныы в направлении распространения преобразователем. 

Акустические мощности поверхностных волн оценивались ло изме­
рениям электрической мощности входных сигналов и потерь на излу­
чение. Для ощ~еделения потерь при генерации поверхностных волн 
противофазным преобразователем предварительно измерялась величина 
потерь на двойное преобразование при использовании идентичных пре­
образователей в качестве излучателя и приемника. Половину этой ве­
личины составляют потери на излучение, зная которые нетрудно под­

считать акустическую мощность волны. Полученное таким образом 
значение акустической мощности поверхностной волны суммарной ча­

стоты равно 2,4· 10-6 вт при расстоянии взаимодействия Х=40 ЛtJ\lt и 
акустической мощности сигнала 6-1 0- 3 вт и накачки 7,5 · l 0-2 вт. 

Для исследования зависи!>1ости амплитуды образованн.ой поверхно­
стной волны от величины расстояния взаимодейс'Гвия Х схема экспери­
мента несколько изменялась. 

Оба излучающих преобразователя в этом случае изготовлялись на 
внутренней поверхности стеклянной пластины (на рис. 1 пунктир). Хо­
тя при этом потери на преобразование увеличиваются в среднем на 
5-10 дб, перемещая пластину по поверхности образца вдоль пучка 
распространяющихся волн, можно плавно изменять расстояние взаимо ­

действия поверхностных волн сигнала и накачки. 
Частота поверхностной волны сигнала f с была равна 11,5 мгц. 

Преобразователь сигнала работал в непрерывном режиме. 
Прие~шый преобразователь, рассчитанный на частоту fк=44 мгц, 

Rаносился, как и прежде, на поверхность кварцевого образца. Исполь­
зуя поочередно два преобразователя поверхностных волн накачки с 
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частота11ш Uн) 1 = 32,5 мгц и Uн)2 = 55,5 мгц, мы имели возможность 

наблюдать генерацию поверхностных волн суммарной гt = fc + Uн)1 
и разностной г; = Uн) 2 - f c частот. 

На рис. 2 представлены зависимости амплитуды выходного сигн а -

ла приемного преобразователя Vt от расстояния взаимодействия Х. 
Из графиков видно, Что амплитуда смещений поверхностных волн сум ­
марной и разностной частот, полученных в результате взаимодействия 
волн сигнала и накачки, линейно возрастает с увеличением расстояния 
взаимодействия. 

Подобные зависимости характерны для сред с малым затуханием, 
когда эффекты нелинейного искажения или взаимодействия преобла -

800 

400 

Рис. 2. Зависимость выходного на­
пряжения приемного преобразовател>J 
разностной (1) и еую1арной (2) ч11-
стоты от расстояния взаимодействия . 
1- Рс·Рн = 2· I0-5, 2- Рс·Рн 0 ·= 

= l ,l ·'I0-4 вт2 

40 

80 -6 110 
Ре ·Рн,10 . дт 

'10 

Рис. 3. Зависимость акустической 
~1ощности поверхностных волн разно­

стной 1(1) и сую1арной (2) частоты 
от величины произведения акустиче­

ских мощностей взаимодействующих 
волн . Для обо.их прямых Х =80 ALJt 

дают над потеря111и при распространении волн. Поэтому в условиях на ­
шего эксперимента вполне оправданно пренебречь затуханием поверх ­
ностных волн. 

Полагая, что взаимодействие упругих поверхностных волн подчи­
няется общим закономерностям взаимодействий «объемных» фоно­
нов [7], получаем выражение для амплитуды образующейся поверхност­
ной волны суммарной частоты: 

(1) 

Здесь (ио) с , (ио)н - амплитуды поверхностных волн сигнала и накачкн 
у излучателя 1, kc и kн - волновые числа поверхностных волн сигн ала 
и накачки соответственно. Коэффициент Г, характеризующий эффек-

1 Амплитуда поверхностной волны ио определяе'ГСя из общего выражения для 
01ещений в поверхн остной волне, распространяющей,ся вдоль оси у кварца х-среза: 

3 

u = ~ u0un ехр [j (rJ)t - ky- ~пkх)]. 
n=I 

Здесь ~" - постоянные затухания смещений по глубине, а и" - относительные вели­
ч11ны векторов 01ещений неодна.родных вол н , составляющих поверхностную волну. 
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тивность взаимодействия, определяется неJ1инейными свойствами иссле­
дуемого материала, в частности , он зависит от упругих модулей второ­

го и третьего порядков кварца. 

Запишем формулу ( 1) таким образом, чтобы в нее входили веЛ!1-
чины акустических мощностей поверхностных волн, которые наиболее 
удобно определять экспериментально. Для этого представим выраже­
ние акустической мощности поверхностной волны [8] следующим обра­
зом: 

(2) 

где Ио - амплитуда поверхностной волны, u) - частота поверхностно й 

волны, l - ширина излучающего преобразователя, а - постоянная вели­
чина, значение которой опреде.rсяется упругими свойствами l\lатериала. 

С учетом ( l) и (2) для акустической мощности поверхностной вол­
ны суммарной частоты, образующейся в результате коллинеарного не­
линейного взаимодейс'Гвия, получим 

(3) 

Здесь Ре и Рн - акустические мощности взаимодействующих волн, 
lc, lн и lк- значения ширины пучков поверхностных волн сигнала, на­
качки и су!'.н1арной частоты, с - скорость поверхностных во.rш. 

Полученные экспериментально зависимости акустической мощно­

сти поверхностных волн суммарной и разностной частоты (Pit и Р;") 
от величины произведения РсРн приводятся на рис. 3. Как видно, при 
фиксированном значении расстояния взаимодействия Х отношение 
Рk(Х)/РсРн остается постоянным для волн суммарной и разностно й 
частот (согласно формуле ( 1)) и определяется величиной тангенса 
угла на·клона прямых к оси абсцисс. Несколько большее значение этого 
отношения для волны разностной частоты может, по-видимому, объяс­

няться более высоким значением частоты накачки Uн) 2. 

Данные рис. 2 и 3, а также результаты, полученные выше для 
взаимодействия поверхностных волн с ча·стотами 22,5 и 44 мгц в им­
пульсном режиме, позволяют по формуле (3) оц•;!!ить величину пар а­
метра Г. 

Необходимое для такой оценки значение постоянной а определя­
лось численным расчетом по известным величинам относительных сме­

щений в поверхностной волне для кварца х-среза (9] и оказалось 

равным 2,2 · 105 вт · сек/см3 • Нормировка векторов смещений Un пра 
этом выбиралась таким образом, чтобы величина Ио представляла собой 
амплитуду смещения в направлении .оси у-кварца на поверхности 

образца. 
Для обоих экспериментов значения параметра Г, определенные 

из (3), оказываются практически совпадающими и равными 0,8+0,4. 
Полученная величина нелинейного параметра кварца для поверхност­
ных волн достаточно хорошо совпадает с рассчитанным в [2], исходя 
из данных д,1я модулей упругости второго и третьего порядков кварца, 

значением Г=О,72. 
Автор благодарен В . А. Красильникову и В. Е. Лямову за руко­

водство работой. 
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