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Предлагается конечный элемент тонкой пластины, применение которого rюзволяет 
повысить точнос'ГЬ расчета колебаний без увеличения числа степеней свободы моде.1н . 
Использование модифицированного эла\1еита значительно сокращает ~1 аш иниое в ре:-.1я , 
необходимое для расчета. 

Метод конечных элементов является эффективныl\1 средством рас
чета динамики и статики распределенных систем. В не:\1 удачно сочета
ются идеи прямых методов Ритца, Бубнова-Галеркина с дискретныыи 
представлениями методов начального параметра, Майклстэда-Холь
цера, конечных разностей. 

Соглас·но методу конечных элементов [l], система разбивается на 
совокупность небольшого числа элементов. Прогиб I<аждого из них 
представляется линейной формой некоторых наперед выбранных функ
ций. Это позволяет описать деформацию элемента конечным число~r 
обобщенных координат, определенных в ряде точек, называемых узло
ными. Сопряженные с выбранными координатами обобщенные силы 
вычисляются каким -либо вариационным способом. На обобщенны~ 
координаты и силы соседних элементов накладываются условия сопря

жения; для элементов, нг.ходящихся на краях - граничные условия. 

В результате получается система алгебраических и обыкновенных диф
ференциальных уравнений, которая описывает движение модели из 
элементов. Порядок системы совпадает с числом независимых обоб
щенных координат, т . е. числом колебательных степеней свободы 
.юдели J. 

. Точность метода рг.стет с увеличением числа элеl\rентов {1 ] и [2J. 
Она существенно зависит также от того, насколько близ1<0 отдельный 
элемент отражает свойства соответствующей непрерывной части исход
ной системы. В 0]-[5] сравниваются элементы для расчета колебаний 
тонких пластин, имеющие по 4, 12, 16, 24 координаты каждый . На ряде 
примеров показано, что при одном и том же 1 наибольшую точность 
имеет модель из элементов с 16 координатами. Однако практическое 
применение этих элементов связано с трудностями, так как при расчете 

неоднородных конструкций для достижения требуемой точности необ
ходима мелкая сетка из конечных элементов, и число степеней свободы 
в системе становится слишко 1 большим . Это число ограничено объемо~r 
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<>перативной памяти вычислительных машин. При использовании стан
дартных програмы, для которых счетное время минимально, / не пре
вышает 30740. Поэтому большое внимание уделяется сейчас проблеме 
уыеньшения числа степеней свободы модели без значительного ухуд
шения TOЧHOCTll . 

Один из возможных путей решения этой проблемы излагается в {6], 
где некоторые узлы модели считаются свободными от инерционных на
грузок. Поскольку .выбор таких 
узлов основывается целиком на 

интуиции, этот путь представляет

ся довольно искусственным. В {7] 
для повышення точности модел11 

из элементов с четырьмя степен51-

ми свободы используется метод 
последовательных приближений, 
с •ПОМОЩЬЮ 'КОТ•Орого для I<аждо

го тона вычисляется эффективная 
инерционная нагрузка в узлах . 

В настоящей работе предла
гается модифицированный конеч-

z 

а 

!! 

х 

Рис. 1 

ный элемент пластины с четырьмя степенями свободы, применение кото
рого повышает точность модели без увеличения /. 

1. Развиваемый метод коротко представляет следующее [l]. Пусть 
конечный эле 111 ент имеет вид прямоу~гольника, у.глы которого являются 
узловыми точками (рис. l). 

Форма прогиба элемента будет: 

W (х, у, t) = '/J15 (х, У) As1 (t), 

где 'Фi s (х, у) - строка выбранных базисных функций, А, 1 (t) - некото
рый столбец. 

В качестве обобщенных координат элемента обычно берутся вели
чины, имеющн tе> простой физический смысл, например: смещение в уз-

лах Wr(t), углы наклона <р, (t) = -~ 1 и ~' (t) = ддw J (r= 1, 2, 3, 4); 
ду г Х г 

всего по три координаты на каждый узел. Эти величины образуют 
вектор 

! W,1 (/) ) 

q/l (t) = ср,1 (t) . 

~ rl (t) 

(l = 1, 2, ... 12) (1) 

Если матрицу преобразования обобщенных координат qн (t) к As1 (t) 
обозначить через as:, то форму прогиба w (х, у, t) можно записать в 
виде 

w (х, у, t) = '/J1s (х, У) a51q11 (t). 

Сопряженный с qн (t) вектор обобщенных сил будет: 

! Р,1 (t)) 
Q11 (t) = N,1 (t) · 

Т rl (t) 

(2) 

(3) 

Здесь Pr1 (t) - вектор перерезывающих сил, приложенных к узлаы эле
мента; Nr1 (t), Tr1 (t) - векторы изгибающих моментов в узлах. 
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Пусть рассматриваются свободные движения. Тогда из динамиче
ского принципа виртуальных пере:-.1ещений следует 

tщ1 1 (t) Q11 (t) -бU (t) + бА (t) = О, (4} 
а Ь 

где бU = б J .\в (х, у, t) dxdy - вариация потенциальной энергии, плотность. 
о о 

которой в (х, у, t) 
а Ь 

бА = - .\ J бwр (х, у) д
2

w ~t~ у, t) dxdy, 

о о 

есть работа сил инерции на виртуальном перемещении, бw, есюr 
р (х, у) - поверхностная плотность. 

В случае однородной изотронной пластины жесткости D [8]: 

8 (х, у, t) = __о__ [( a2w )2 + ( a2w )2 + 2v ( a2w) ( -д2ш ) + 2 (1- v) (~)2] 
2 дх2 ду2 дх2 ' ду2 дхду 

или, используя (2): 

где 

8 (х ) = __о__ [ 02 Ф5.!... д2 Ф15 + д2Ф51 д2Ф15 , 

55 ' У 2 дх2 дх2 ду2 ду2 т 

+ v ( д2Ф51 д2СJ'15 + д2Ф51 д2Ф15 ) + 2 ( 1 _ v) д2Ф51 д2Ф15 ] 

дх2 ду2 ду2 дх2 . дхду дхду 

матрица плотности потенциальной энергии элемента. 
Отсюда бИ = бq11 (t) Kuq11 (t); Ки называется матрицей жесткости эле 

мента: 

Аналогично 

где 

а Ь 

Ки = а15 j' J е5 5 (х, у) dxdya51 • 

о о 

а Ь 

Ми = а15 J J р (х, у) '\jJ51'\jJ15dxdya5/' 

о о 

матрица масс конечного элемента. 

Из (4) с учетом (5) и (6) следует 

(5) 

(6) 

(7) 

Матрицы жесткости и масс определяются геометрическими, упру
ГИl\IИ и инерционными характеристи1<а;о..ш элемента, а также видом ба
зисных функций 'ljJ 18 (x, у). В качестве их обычно берут степенные функ
ции 

,Р15 (х, У) = { 1, ; , ~ , ;: , 

здесь s= 1, 2, ... , 12. 
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Этот выбор неоднозначен; в 1[З], например, в качестве ·ф 1 , (х, у) 
берутся полиномы Лежандра. 

Матрицы Ки и Ми имеют одинаковую структуру. Их удобно ра з 
бить на блоки. Например: 

M (pw) м(р<р) м(р,:}) 
rr rr rr 

М1 1 = м(Nw) M(N<p)M(N0) '' ,, ,, ' (9) 

M(Tw) М(Т<р) М (Т,:}) 
rr rr rr 

здесь м~> -блок, связывающий перерезывающие силы Р,1 и смещения w,1 , 

мrгФ> - силы Р,1 и наклоны <р,1 и т. д. Если при получении матрицы Ми 
используется пространство базисных функций (8), то все ее блоки от
личны от нуля. Тогда элемент имеет 12 степеней свободы, по три на 
каждый узел. Модель из таких элементов будем называть 3-модель. 

Условия сопряжения для обобщенных координат соседних элемен
тов формируются из требования непрерывности смещения всей моделл 
в целом; для обобщенных сил - из требования уравновешенности всех 
сил в каждой узловой точке. Используя эти условия, можно получить 
матрицы .жесткости KLL и масс MLL модели из конечных элементов. 
Эти матрицы имеют такую же блочную структуру, как и соответствую
щие матрицы отдельного элемента. Уравнение свободных движений 
модели будет 

( 1 О) 

где qLI = 1 ;;: ]- вектор обобщенных координат модели, R - число сво-
.<1. бодных узлов модели. 
V'Rl 

Решение матричного уравнения (10) совместно с граничными усло
виями, записанными для обобщенных координат и сил крайних элемен 
тов, дает частоты и формы собственных 1<олебаний модели. 

2. Ранг матрицы MLL определяет число степеней свободы модели; 
для 3-модели 1=3 R. Можно ожидать, что сокращение числа степеней 
свободы в каждом узле позволит, увеличив число элементов, достичь 
не меньшей точности при том же 1. Простая модель, в которой на каж· 
.J.ЫЙ узел приходится по одной степени свободы , рассмотрена в [1] и [91. 
В этой модели, которую обозначим 1-модель, масса системы сосредото
чена в узлах. Это соответствует тому, что при вычислении матрицы масс 
конечного элемента MLL используется такая система четырех базисных 
функций 

( 11) 

где 

при 
а Ь 

О<х<-. О<.ц < -
2 . 2 

( 11) 
а Ь 

везде кроме О<х < 2 . О<у< 2 и т. д. 

Из (6) и (11) следует, что в М11 отличен от нуля только блок м;Р,w>_ Он 
имеет вид 
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M (pw) _ 
rr -

а/ 2 Ь/ 2 

где µ1 =-" J J р (х, y)dxdy и т. д. 
о о 

1 µ1 о о о ! 
о µ2 о о : 
о о µ3 о 1· 
о о о µ4 ' 

( 12) 

Соответственно в l\lатрице масс MLL 1-модели отличен от нуля 

блок MW'R'. Диагональные элементы м<JrR.> суть массы в узлах. Ранг 
матрицы MLL этой модели равен R. Таким образом, число степеней 
свободы 1-модели совпадает с числом свобощ-1ых узлов 1 =R . 

.Матричное уравнение ( 1 О) у доб но переписать в виде системы трех 
матричных уравнений: 

K
(pw) к(р!р) J((p1'})1} M(pw) d2wRI 
RR Wю + RR CJJRl + RR Rl = - RR dt2 ' 

кшw>WRI + J(~!p)(j)Rl + K~'(})'l'}Rl = О, 

к<J;J'>wRi + кiz.>CJJRI + кv;z>'l'tRi =о. 
После исключения переменных CJJRt (t) и 'l'}Rl (t) уравнение свободных дви
жений !-модели будет 

(13) 

где 

к• [K(pw) К(Р!р) (K(N!p))-I (К(р!р) )т] 
RR = RR - RR RR RR -

[K (PU) к(р!р) (K(N!p) )-1 K(N'6')] [K(Tu) K(N{J) (K(N!p) )-1K(NtJ)1-l х 
- RR - RR RR RR RR - RR RR RR 

Х [(КWЙ>)т -К~<'t>(К~!р>г 1 (К~'J.>)т]. 

И з сравнения (10) и (13) видно, что для 1-модели порядок матриц в 
задаче на собственные значения втрое ниже, чем у 3-модели . 

3. В предлагаемом элементе матрица масс строится на основе сле
дующей системы базисных функций: 

{ х у ху} 
'Ф1s = 1, --;;• Ь' -аЬ- . ( 14) 

Полученная из (6) и (14) матрица Ми, так же как и матрица сосредо

точенных масс, имеет только один отличный от нуля блок M~w>: 

1/2 1/2 1/4 

M~"'>=pabh 1/21 1/41/2 (15) 
9 1/2 1/4 1 1/2 

1/4 1/2 1/2 1 1 

где h - толщина пласти•ны . 
.Модель из таких модифицированных элементов обозначим как 

1.м-модель. Для уравнений ее свободных движений справедливы пре
образования (13). Число степеней свободы 1.и-модели совпадает с чис
.лом свободных узлов 1 =R. 
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4. Чтобы сравнить точность моделей, целесообразно рассматривать 
такие сетки разбиения на элементы, для которых близко число степе
ней свободы /. Две такие сетки для консолыной однородной [IЛастины 
квадратной фор~IЫ приведены на рис. 2 (а-3-модель, б -1-модель 
или lм - модель). В качестве критерия точности моделей взято относи-

тельное отклонение в = ы -wo частот моделей ffi от частот ffio, вычис-
wо 

.f!енных методом Ритца {1 О]. Собственные частоты для 3-модели взяты 
из [11], для 1- и lм-моделей вычислены на ЭЦВМ типа М-20 по про-

ЕВ 18 
2•2 4 х 4 

R = б i J = 18 R=20 i J=20 

Рис. 2 

Рис. 4 

f~ %-.• 

и 

-та 

- _.а 

Ш ..... .-- .дtv 
0-- .... -

Рис. 3 

грамме, приведенной в [13]. При / =30 машинное время, ,необходимое 
для получения частот и форм riервых 10 тонов, не превышает 10 мин. 

На рис. 3 для ряда значений / указаны отклонения в на первых 
четырех тонах консольной пластины квадратной формы. Для нагляд
ности точки, относящиеся к 3-модели, соединены отрезками сплошных 
~1иний; 1- модели - штрихами. Римскими цифрами обозначены номер::1 
тонов. Из графиков видно, что для 3-модели в быстро убывают на уча
стке до \/= 18. Начиная с 1=18, отклонения стремятся к нулю значи
телы-ю медленнее, а для второго тона имеет место некоторая расходи

~1ость. По второ:У1у и четвертому тонам в меняет знак. Отклонения у 
1- модели отрJiцательны; по модулю в всегда больше, чем для 3-моделн 
при одном и том же /. 

Результаты расчета с помощью модели из модифицированных эле
ментов представлены на рис. 3 пунктирными линиями. Видно, что 
убывание в с ростом / для всех четырех тонов этой модели более равно
мерное, чем для 3-модели; знак в остается неизменным с ростом /. 
Н а уч<tстке до /=12 (3Х3) отклонения lм-модели значительно меньше, 
чем у 3-модели. При дальнейшем увеличении /, в у lм-модели и 3-мо
дели отличаются незначительно. По первым двум тонам ошибка для 
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обеих моделей при /~30 не превышает 1 % , IПО трем следующим -
3,5%. 

При одном и том же 1 lм-модель допускает гораздо более .мел кое 
разбиение на элементы, чем 3-модель. Особенно это существенно при 
исследовании неоднородных систем. В качестве примера рассмотрены 
свободные колебания консольно-закрепленной квадратной пластины, 
имеющей в сечении форму равномерно уто·нчающегося клина (рис. 4). 
На том же рисунке изображено разбиение пластины на 4 Х 4 однород
ных элементов. Для такой пластины удобно пользоваться приведенной 
частотой 

а =-----

-. ;v;: ' 
V phmL4 

где Dm и l1rn -- жесткость и толщина на правом краю пластины. 

Разби- 1 1 м-модель 

1 

3-модель 

ение з х з 
1 4 Х 4 1 5 х 5 sxs 

1 1 12 1 
20 

1 30 
1 

90 Эксnерн-
мент 

Тон 

1 
а 

1 

е% 

1 

а 

1 

В% 

1 

а 
1 · е% 

1 

а 

1 

е% 

1 2,387 +3,7 2,384 + 3,6 2,381 + 3,4 2,385 + 3,6 2,302 
2 5,050 -9,3 5,260 -5,5 5,412 -2,8 5,469 -1,8 5,566 
3 9,580 -10,4 10,03 -6, 1 10,08 -5,7 10,21 -3 ,9 10,69 
4 10 ,61 -27,6 10,97 -24,4 ,11.18 -22, 9 11 ,50 -20,7 14,51 
5 17,74 + 9,2 15 ,52 -4,5 15 ,85 -2,5 lfi ,42 -5,1 16,25 
6 22,81 + 24,1 20,24 + 10 , 1 18,46 +о.4 17 ,58 -4 ,3 18,38 
7 29, 19 + 16 ,8 25,54 +2,2 23,57 -5,6 22,22 -11,1 24,98 
8 35,93 + 40,4 27,90 + 9,0 25, 17 -1,6 26,60 + 3,9 25,59 

В таблице представлены приведенные частоты /м-модели при раз- · 
личных разбиениях. Там же указаны экспериментальные частоты и 
частоты 3-модели при разбиении 5Х5, взятые из (12]. В таблице приве
дены относительные отклонения в частот моделей от экоперименталь
ных значений. 

Сравним отклонения частот в у обеих моделей с од·ной и той же· 
сеткой разбиения 5 Х 5. В этом случае 3-модель имеет 90 ст::пеней сво
боды, 1 м-модель - всего 30. Однако точность у 1 м-модели в цело~ 
та~<ая же, что и у 3-модели; для пяти тонов из восьми приведенных 
отклонения у нее меньше, чем у 3-модели, для трех остальных -
незначительно больше. Это дает основаю1я полагать, что точность мо
делей неоднородной системы в основном определяется числом эле
ментов. 

При уменьшении числа элементов ошибка /м-модели возрастает. 
Исключение составляет седьмой тон, что, по-видимому, связано с;) 
взаимным расположением узловых линий и линий разбиения. Для 
остальных тонов частоты /м-модели сходятся к экспериментальньll\1 
монотонно. 

Модель из модифицированных конечных элементов, так же как и 
модель с сосредоточенными массами, имеет по одной степени свободы 
на каждый узел. Однако точность модифицированной модели значи
тельно выше, чем модели с сосредоточенными массами. 

Для однородной консольной пластины lм-модель ' более точна, чем 
3-модель при небольшом числе степеней свободы .(1---12-18). В случае, 
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неоднородной системы модифицированная модель ИJ11еет точность не 
хуже, чем 3-модель, даже если число степеней свободы у нее эначи 
тельно меньше. 

Модифицированная модель позволяет рассчитывать колебания не
однородных систем со значительно меньшими затратами машинного 

времени без ухудшения точности. 
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