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НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКОй ВОЛНЫ 

Методом Фурь~=-анали,за римановскоrо решения рассматривается задача о транс
фор '"а ции не~1 о нохро~1атнческой волны со сплошным спектро~1 при распространении 
е.е в нелинейной недисснпатиnной среде. Поле скоростей зщдает-ся непериодической 
функцией, соответствующей норыальному распределению. За\дача 1решае'Лся во втором 
приближении. Показа но, что нелинейный эффект · оказывает оуществен·ное влияние на 
формирование высокочастотной области спектра источников мощного шума даже при 
сферической расходи.мости. 

Задачи, относящиеся к распространению монохроматических волн 
в нелинейной среде, рассматривались достаточно подробно. Менее изу
чены немонохроматические волны, хотя интенсивные сигналы и шумы 

часто бывают немонохроматическими (например, шумы с11руй, кавита
ционных областей). Теоретически было показано {1], что при распро
странении плоской волны с дискретным спектром в идеальной среде 
нелинейность приводит к «Перемешиванию» спектра внутри исходной 
полосы частот и «расширению» его как в область высоких, так и ll 

область низких частот вследствие появления комбинационных частот и 
гармоник высшего порядка. Нелинейные искажения пропорциональны 
ширине исходного спектра и, следовательно, больше, чем в случае мо
нохроматической волны. Эффект «расширения» спектра теоретически 

~был получен и для случая плоской волны, задаваемой непериодической 
.функцией, при распространении этой волны в диссипативной среде {2]. 
· Случайные акустические поля в нелинейных средах рассмотрены в 
-работах [3 и 4]. В этих работах поле скоростей волны конечной амплн
·туды задавалось в в11де стационарной случайной функции, статистичс
· СКие характеристики которой считались известными. Были определены 
,функция корреляции и энергетический спектр на некотором расстоянин 
о.т источника стац~юнарного шума. В этих работах рассматривались 

·случаи идеальной среды и среды с диссипацией. 
В отличие от [1], где рассматривался дискретный спектр, в данной 

работе методом Фурье-анализа римановского решения рассматривается 
задача о трансформации немонохроматической волны со сплошным 
<Спектром при распространении ее в нелинейной недиссипативной среде . 
Поле скоростей задается непериодической функцией, соответствующей: 
нормальному (гауссову) распределению; спек'Гр такого импульса яв-
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ляется нормальным [5]. Полученные при анализе результаты можно 
применить и к источнику «шумового сигнала». Понятие «шумово~-о 
сигнала» интерпретируется в соответствии с [5] следующим образом: 
шум можно рассматривать 1<ак беспорядочное повторение импульсов 
произвольной формы. Такая последовательность импульсов имеет осред
ненный спектр, совпадающий (с точностью до постоянного l\Iножителя) 
со спектром одиночного импульса. 

Плоская вол н а 

Зададим форму волны непериодической функцией , соответствую
щей нормальному (гауссову) распределению: 

v(X, t) = V0 exp r -V~ (t- ~ )2J. (l) 

где v - колебательная скорость; v0 - параметр , Иl\Iеющий размерность 
частоты и характеризующий ширину исходного спектра; t, х - времен
ная и пространственная координаты; и - скорость перемещен11я точек 

профиля волны. Примем за начал ьную точку х=О. Тогда в начальной 
точке распределение скорости и соответственно интенс11вностп l будет 
задаваться функциями 

v (О, t) = v0 ехр (-v~t
2), 

1 (О, t) = v2 (О, t) р0с0 = 10 ехр (- 2v5t2
), 

(2) 

(3) 

где р0 , с0 - плотность и скорость волны в невозмущенной среде. Спектр 
непериодической функции (3) в начальной точке х=О выразится через 
Фурье-преобразование 

+оо г-

Ро (v) = 5 1 (О, t) ехр (- jvt) dt = /0 v ~-1 ехр (-~) (4) 
2 ''о 8v2 ' 

-оо о 

P0 (v) назове~1 энергетическим спектром, учитывая, что эта функция 
имеет смысл спектральной плотности интенсивности; v - текущая Чi:J

стот а. 

Для нахождения деформации волны скоростей v (х, t) применим 
метод Римана, ограничиваясь вторым приближением [6]. Полаган 

и = с0 + 'У + 1 v (где у- отношение удельных теплоеыкостей), раз-
2 

лож им функцию ( 1) по малому параметру 

условию 

~<О,1. 
Со 

v 
удовлетворяющему 

(5) 

В результате преобразований, пренебрегая членами, содержащимн ( ~о у. 
получим 

(6) 
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Из (6) вндно, что «крутизна фронта» волны растет с расстоянием, при
v 1 

чеы тем быстрее, чем больше число Маха М = - 0 и чем шире исход-
со 

ный спектр {v0). В точке х=О формула (6) дает исходную форму вол
ны. Заметим, что в формуле (6) второе слагаемое существенно мень
ше единицы, т. е. формула (6) описывает малую деформацию профиля 
волны. 

В процессе вывода форму.Тiы (6) получается условие 

у2 Со 
х<-------

5 v0 (у+ 1) М 
(7) 

которое определяет расстояния, на которых справедлива формула (6). 
Из условия (7) следует, что при увеличении числа Маха М и увеличе
нии ширины спектра v0 деформация профиля возникает на более близ-
1шх расстояниях. 

Найдем трансформацию энергетического спектра. В произвольной 
точке х интенсивность шума будет определяться функцией 

l (x,t) = l0 exp {-2v~ (t- ~ }2} Х 

x { l -v~ (t- ~ ) (y + l ) ~: ( ~ ) exp[-v~ (t- ~)
2

]}. (8) 
где 10 = р0с0vб . Применяя Фурье-преобразование к функции l (х, t), опреде
лим спектр Р (v) на расстоянии х: 

+оо 

P(v) = S l(x, t) ехр (-jvt)dt. 
-оо 

Рассчитав этот интеграл, получим комплексную функцию вида 

где 

! 0 [ ехр ( - j'' ~ ) ] [ exr ( -
8
:

2

6
) J { ; :

0 
+ 

+ jl0z Jl~nvз [exp (-jv~)J[exp(-~)J. 
12 3 v0 с0 12v0 

х v z = - vg (у + 1) _о. 
Со Со 

Модуль этой комплексной функции характеризует амплитудный спектр ин
тенсивности или просто спектр Р (v) на расстоянии х: 

P(v) = 10 v++o [ ехр (-iv1 J] Х 

х i / 1 + (~ ) 2 (~)2 (у + 1)2 

v2 ехр (~). 
V Со Со 215 12v5 

(9) 

Прн х=О формула (9) дает исходную форму спектра (4). Из (9) сле
дует, что «КрЫ.'IЬЯ» спе1<тра симметрично поднимаются относительн:J 

1 Для волны со сложным спектром будем определять число Маха как отношение 
<~бсолютного максю1у~1а 1 и 1 =Vo за период к со. 
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-«пиковой» частоты (т . е . частоты, соответствующей максимальному зна
чению спектральной плотности). Величина «подъема» существенно рас
тет с ча.стотой v. Применительно к источнику «шумового сигнала» 
можно ожидать, что шум , «Нормальный» вблизи источника, будет стре

-миться превратиться вдали от источника в «белый» шум. 
Важно отметить, что второе слагаемое в подкоренном выражении 

-формулы (9) может быть значительно больше 1, при соблюдении усло
·вий (5) и (7). 

Расходящаяся сферическая волна 

На ра сстоянии г0 от источника зададим фор,му волны непериоди
'Ческой функцией, соответствующей нормальному распределению: 

v(г0 ,t) = V0 exp [-(kг0 -tv0)2 ], (10) 

1(г0 , t) = / 0 ехр [-2(kг0 -tv0)2 ], (11) 

II'дe v (г0 , t)- акустическая скорость; 1 (г0 , t)- интенсивность, причем / 0 = 
= -

1
- p0c0v~ ; k = ~ - волновое число. Соответственно энергетический спектр 
2 Со 

·ва расстоянии г0 является нормальным: 

P 0 (v) = Ротах ехр (-~) (12) 
в 2 ' vo 

тде 

V
-
:rt l 

Ро = lo - -· max 2 'Vo 

Для сферической волны решение Римана дает 

и = с + -1..±.!_ v (г) =с + (у + l) 
" 2 о 2 

v (г0) 
--Го, 

г 

тде Со - обычная скорость звука, соответствующая перемещению вол 
ны без изменения формы профиля; второй член приводит к искажению 
.профиля . Тогда величина дополнительного смещения точек профиля 

r - г0 бr 
волны в теч ен ие времени t = = - равна 

Со Со 

r 

ОГ = r (y + l) v(го) Го____:!!_ = ( y + l) v(го) Гoln (_!_ )· (13) 
J 2 г с0 2 с0 г0 
Го 

Н а произвольном расстоянии г>г0 , учитывая сферическую расходи 
м ость, зададим профиль волны скоростей в виде 

.!..___ v (г , t) = v0 ехр [- (kr- '\•0t)2 ] . 
Го 

(14) 

Чтобы учесть изменение профиля волны з а счет нелинейного взаи 
модействия, в пр авой ч а сти выражения 1(14) к г прибавим Or- и разло
жим по степеням ,малого параметра {)г, учитывая только второе при 

·ближение (условие м алости параметра {)г эквивалентно условию 

~ ~ 1). После преобразований , пренебрегая члена ми, 1содержащи-
со 

.ми (6г)2, получим с учетом (13): 
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Х _со_ (In--.!:_ ) ехр [-2 (kr- v0t)
2 ]. 

Со Го 
( 15) 

Формула ( 15) дает изм~нение профиля" волны с учетом сфериче
ской ра·сходимости и нелинеиного взаимодеиствия, причем второе сла
гаемое на порядок меньше первого, т. е. искажение профиля вследствие 
нелинейного взаимодействия мало. 

Формула (15) справедлива для расстояний r, определяемых усло 
вием 

1 г r V2c0 
n-~---~--

г0 ,5 (у+ 1) г0v0М 
( 16) 

Условие (16) по физическому смыслу аналогично условию (7) для пло
ской волны. Как видно из сравнения условий ( 16) и (7), в сферической 
волне при прочих равных условиях ~елинейные искажения нарастают 
медленнее. 

Для нахождения энергетического спектра на расстоянии r от исто•1-

ника, применим Фурье-преобразование к функции / (r, t) =-
1
-p0c0v2 (r, t) -

2 
интенсивности волны на расстоянии r от источника. После преобра-

v \2 
зований, пренебрегая членами, содержащими ~ ~ j , тюлучим комп-

лексную функцию, модуль которой определяет а~шлитудный спекп~ 
интенсивности (или просто спектр интенсивности) и имеет вид 

( ;
0 
у Р ( V) = Р 0 ( V) ( 

г ln--.!:__ )
2 

+ (vo )2 о Го (y + I)2 2 ( v2 )' 1- - ---v ехр --
\ Со Со 54 12v2 

о 

(17) 

{
-;- 1 ( v2 ) где P 0 (v) = 10 --ехр --- и P(v) -спектральная 
2 '\.'о 8v~ 

плот-

ность интенсивности на расстоянии r от источника. При r=ro выраже
ние ( 17) переходит в выражение ( 12), дающее исходный энергетиче
ский спектр. Существенно, что второе слагаемое в подкоренном 

выражении может быть >> 1, при выполнении условия ( :: ) « 1 к 
условия ( 16). Если в выражении ( 17) отвлечься от сферической рас

ходимости ( ;
0 

) 
2

, то характер изменения ·спектра оказывается таким 
же, как в случае плоской волны, за ис1<лючением зависимости от рас
стояния: для сферической волны нелинейные искажения нарастают 

с расстоянием гораздо медленнее ( ~ ln ;
0 

) • Если учесть множитель 

( ;

0 

)2, то окажется, что для сферической волны нелинейный эффект
будет заметен на значительно более высоких частотах, чем для пло
ской волны, при прочих равных условиях. 

Приведем некоторые численные оценкн для случая сферической 
волны, рассыагр_ивая источник нормального «шумового сигнала». Длн. 
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задания исходных параметров (интенсивности шума, «пиковой» часто
ты, ширины спектра) воспользуемся осредненными данными по интен
сивности и спектру шума реактивных двигателей, ракет и моделей 
струй {7], а также данными о шуме в окрестностях аэропорта при взле
те и посадке самолетов с ТР Д {8], 1[9]. При эффективном диаметре 
источника порядка 60 см примем r0 =6 м. На этом расстою-11ш зада
димся следующими исходными параметрами нормального «шумового· 

сигнала »: максимальная спектральная плотность интенсивности 

Pomax= lo-з вm·ог2гц- 1 (что соответствует 130 дб над порогом слыш11-
мости); «Пиковая» частота fник = 125 гц; «ширина» спектра '\'о = 
= 1.4 · 103 гц; соответственно максима:1ьное число Маха 1• 

М = ~о-= _ 1_ { PomaxVo = l 5 . l0-2 
со Со (--;: ' ' i ~ Росо 

что удовлетворяет условию (5) . 
Для построения кривых распределения спектральной плотносгн 

интенсивности на различных расстояниях от источника воспользуе~1ся 

формулами (12) и (17), в которых полагаем У=f-fшш, где f-знач·2-
ния рабочих частот, приводимых в экспериментальных спеюрах шуы а 

v 
струи 2. Для удобства введем 'безразмерную частоту ~ = --. 

Vo 
На рисунке форма исходного спе1<тра 

источника представлена кривой 1. Форма 
на расстоянии r0 =6 м 01 

спектра на расстояния~ 

К:,р ивые 1, 2, 3 показываю1 распр~ 
деление спектральной плотности ин
тенсивности Р (v) иа расстояииях от 
источ :шка r0=6 м, r=60 "н и г2 ~ 
=600 .м. Значения P(v) даны в дец~ 
беллах относительно порога слыш;~-

~1ости J0- 16 вт· сАг2 

r 1 =60 м и r2=600 лt с учетом нели 
нейного эффекта и сферической ра-:
ходимости представлена кривыми 2 
и 3. Из сравнения этих кривых вид
но , что на частоте~* =9,6 (см . рис.) 
нелинейный рост спектральной плот
ности интенсивности как раз ком

пенсирует спад интенсивности вслед

ствие сферической расходимости. 
Для частот ~>~ *, несмотря на сфе
рическую расходимость, должен 

наблюдаться рост интенсивности по 
сравнению с исходной (например, 
для ~ = 15 превышение составляет 
25 дб). Заметим, что з начения ~~ 
~ ~ * соответствуют в рассматривае
:-.юм случае частотам f~ 13,4 кгц, 
т. е. высокочастотной области спект
ра (f~fшш). Если при прочих рав
ных условиях взять более широки\1 
спектр (увеличить ''о ) , то на т·ой же 
безразмерной частоте ~ эффект воз -

растет (за счет множителей v2 и ( ~ )
2

в подкоренном выражении фор 
' Со 

мулы (17)). Соответственно компенсация будет наступать на более низ-
кой безразмерной частоте. 

1 Здесь принято Ро= 1,3 · 10- 3 г/с,н3 , с0 =3.4 - IC4 см/сек . 
2 Заметим, что смещение исходного спектра P0(v) по оси частот на велич11ну Q 

(в данном случае Q=fппк) соответствует умножению функции l(rof) на cos Q t [5]. 
Эта операция не влияет на величи•ну искажения профн.1 я волны, 11 фор~1у.1ы ( 12) 11 
( 17) остаются верныыи. В да ином ,с,1учае это тем бoJree <:-праве.дли во, что сдвиг спек
тра очень мал (f шш « vo) . 
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Из сравнения кривых 2 и З видно, что на больших расстояниях 
ют источника нелинейный эффект слабее влияет на форму спектра. 
Так, при r=r2 =600 м компенсация наступает на более высокой частоте, 
'Чеl\1 при r=r 1=60 м (~**=13,5, что соответствует f=l8 кгц), и форма 
-спектра в высокочастотной области меньше искажается, чем в случае 
r1 =60 м. Это объясняется медленным ростом величи.ны нелинейного 

эффекта с расстоянием ( ,..__, ln ;
0 

) по сравнению со спадом интенсив-

1-1ости вследствие сферичес1<0Й расходимости с~ ( :о )2
} 

В приведенных численных оценках не учитывалось падение интен
·сивности с расстоянием вследствие поглощения за счет вязкости. Этот 
эффект для рассматриваемой области частот (f <25 кгц) незначителен 
до раостояний порядка 100 м. Для больших расстояний этот эффект 
должен быть учтен (например, при r=600 м для ~= 15 интенсивность 
:падает на 16 дб), поэтому влияние нелинейного эффекта на форму 
спектра в высокочастотной области становится еще менее заметным. 
Приведенные численные оценки показывают, что нелинейный эффект 
•оказывает существенное влияние на формирование высокочастотной 
<Области спектра источников мощного шума, даже при сферической 
·расходимости. 

Автор выражает благодарность за ценные дискуссии В. А. Кра
•С:Пльникову и Л. К. Зарембо. 
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