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ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОНА В ФОКУСИРУЮЩЕМ 

МАГНИТНОМ ПОЛ Е С УЧЕТОМ СПИНОВЫХ СОСТОЯНИЙ 

С помощью волновых функций электрона, подчиняющихся уравнен ию Дирака: 
в аксиально-.сим~1етрично._'1 магнитном 11оле слабофокусирующего тИJПа, вычислена мощ
ность излучения электрона с учетом его спи.новых состоя·ний . 

Излучение электрона в неоднородном, аксиально-си rметричном 
магнитном поле .слабофокусирующего типа рассматривалось в ряде.. 
работ {l, 2, 3, 4] лишь на основе скалярного уравнения Клейна-Гор
дона. В настоящей работе мощность излучения электрона в поле ука
занного типа будет определена с помощью найденных ранее {5] реше
ний уравнения Дирака. Будет выяснено также влияние неоднородности
фокусирующего поля на поведение спина электрона при синхротронном 
излучении. 

Движение электрона мы будем описывать уравнением Дирака 

..... 
где а и р3 - матрицы Дирака в обычной форме записи, а опера то\)' 

~ _. е --+ 

кинетического импульса Р = - inv + -0
- А связан с вектор-потен
с 

4 

циалом А внешнего магнитного поля. 
Фокусирующее магнитное поле зададим таким образом, чтобы 

вблизи плоскости равновесной орбиты (z=O) оно имело следующий 
вид: 

(2) 

где показатель спадения магнитного поля q лежит в пределах O«q< 1 
(мягкая фокусировка), а r = V х2 + у2 

, х = r cos <р, у = r sin <р . .... 
Вектор-потенциал А, удовлетворяющий условию (2), уравнениям 

Мак·свелла и требованиям калибровки, можно выбрать в следующем. 
виде ([4]): 
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- brl-q [ q (2 -q) (-=-)2 l 
A(j) - 2 1 + 2 + ... , 

- -q г -
(3) 

где в гармоническом приближении членами ( 7 )4 пренебрегаем и т. д. 
К сожалению, найти точное решение уравнений Дира1<а для потен

циала (3) не представляется возможным, поэтому мы воспользуемся 
найденными нами волновыми функциями [5] в приближени11 гармони
ческих колебаний, учитывающем малость отклонений координат элек
трона от равновесной ·Орбиты x=r-Ro и z: 

J__.:_J_ « l , _1 z_I « l . 
Ro Ro 

Здесь R0 - радиус равновесной орбиты 

1 

[-l--~ ]2-q 
Ro = 

'У (1 - q) 

(4) 

где l:=O, 1, 2 ".-азимутальное квантовое число. 
В этом приближении волновые функции электрона, удовлетворяю

щие уравнению Дирака ( 1) с потенциалами (3), с точностью до членов 
-о и- •/,) имеют вид: 

. : " , . 4rгт 
Ч' = v i e-icKt Х 

2 у 2nr 

. ( ) 

\;/ 1 _+ tYs( Р + . ~ ) [ AUk [ G- +) + вuk (G + +)] e i (l- l)QJ 

х ! V1 + t и~(Р+ f ) [АИ,(<--%-)-ви, (~ + ~)] е"• . f. 

i v 1-1f иs(Р+ + )[ BUR (G-+ )-Aиk (G + +) Jei( l -l)cp . 

t ivl- ~ иs(Р- ;· )-[вuk (G-+) + Auk(G++)]eucv 

Введены следующие безразмерные переменные: 
' ' 

р = Vt- х, G = V Лz. 
где 

Константы а и Ь соответственно равны. 

' . 

a = (l-q)4 l-q 1v-
2-q 

Е* 

·' ·1 . 
" "1 г--

ь ---тv 1-q -- q 
2-q 

(5) 
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а Е = cn К - полная энергия электрона, равная 

1 [ 
( l _1 ) (2 q) ] 2 J+ 

Е =cn 2 [l + a2 (2s+l) + b2 (2k+l)] + k~ 
Ro (1 -q) 

2 2 v--= {ео Н2 (R0) Ro + е0Н (R0) cn 1 -q (2s + 1) + 
1 

+ ео н (Ro) cn Vil (2k + 1) + т~ с4 } 2. (6) 

Квантовые числа s и k характеризуют квадратичные флуктуации координат 
относительно их равновесных значений: 

Постоянные А и В определяют спиновые состояния электрона и у довлет
воряют условию IAl2 + IBJ2 = 1. 

Волновые функции (5) позволяют исследовать движение поляри
зованных электронов в неоднородном магнитном поле, включая пове

дение спина при синхротронном излучении. 

Мощность излучения определяется следующим выражением: 

се
2 s Wi = -
0
- dзхб(х-К +К') Fi. 

2:n: 
где 

(7) 

Fп =а.; а2 cos2 е + а; аз sin2 е (а; аз+ а; а2) sin е cos е. 

В этих выражениях символами а и :rt обозначены компоненты линейной 
-+ 

поляризации синхротронного излучения ( 4], а - матричные элементы мат-
риц Дирака: 

:::; s + -+-+-+ 
а = ЧJ' а e-ix r а ЧJ' Ь dЗ Х. 

При их вычислении мы встречаемся ·с интегралами типа: 
00 21t 

Lo = ,; Г \' dr s dqJe -ixr s1n е sin<1>+1(1-1·> <1> х 
2:п: . 

о о 

(8) 

х Иs [V~ (r-Ro) + +] Иs· [V~.(r-R~) - ~ ]· (9) 

Вводя новую переменную 

V
- ,' ,, Г" Ro + Jf 1: R~ 

i= 'А(r-Л),Л= ~ 
VГ"+-VVJ 2 ~ Ro ( 1 - 2 (2 .:_ q) z) 

;и учитывая изменение величин, обозначенных штрихами, при переходе из 
.состояния l, s, k в состряние /' = /-v, s', k' 

' yF . 
р = t - Ь0 , Р = у!: t + Ь0 ~ t + Ь0 , 
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где 

-(ЛЛ' 
Ьо= _ _;_ __ _ 

-vr- +-rv 
преобразуем интеграл (9): 

v 
(Ro -R~) ,..., --------

2}"1-q ·{2-qyl ' 

00 2n -lxsin0sln:q> (-t- + Ro+R.) 
Lo= 5 dt.\ dcpe vi 2 Иs(t +b0)Иs·(t-b0). (10) 

-Viл о . 

Учитывая далее малость колебаний, нижний предел интегрирова
ния в ( 10) можно распространить до бесконечности. Тогда, интегрируя 
сначала по t, потом по <:р, получим окончательное выражение для ин

теграла (8): 

Lo = lv (qo) fss' (q1 + 2Ь0а), 

где fv (q0), fss' (q1) - соответственно функции Бесселя и функции Лагерра 
(см., например, [4]), а 

x(Ro + R~) . с. х sin 8 (s - s') 
qo = 8111 v - _1 , 

2 2~, л 

при этом мы пренебрегли релятивистскими поправками sin 2 <:р ~ 1 - р2 по 
сравнению с единицей и воспользовались следующим известным интег

ралом: 

-оо 

Х nn' • I [ 
(а - Ь) 2 

- а2 
] 

2 

Аналогично производится интегрирование по координате z: 
00 

Li = V~ 5e-1xzcos0 uk(s+-%-)иk' (s' + ь; ) dz~ 
-оо 

,...,_, [ l _ ixb cos е ] I . ( ) 
- 2 -f Л1 kk q2 , 

00 

L V;i- (' e-lxzcos е uk 
2 = /l.i J 

-оо 

где 

Тогда для матричных элементов матриц Дирака (8) получим следую

щие выражения с точностью до О ( f) '! , ( sy = ~ =: f): 
а1 = _.!:__ f ss' (q1) / kk' (q2) {sY J v (q0) [ i cose (АВ' - ВА') + 

2 

+ V~ (АВ' +А'В) ] -2 (АА' + ВВ') J~ (q0)}, 
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а2 = - -
1 

fss' (q1) / kk' (q~) {syJ~ (q0) [ Ve;;- (А' В + В' А) + 
2 

+ i cos 0 (АВ' -ВА')}-2 (АА' + ВВ') J~ (q0)}, (11) 

аз = - +fss' (q1) Ik~· (q2) sy {Ve;;- (АА' - ВВ') Jv (qo) + 

+ (А' В -АВ') J~ (qo)}. 

Здесь введены следующие обозначения (ер. [ 4)): 

a = l-"/ q v 2-q 

Кхе0 
У = 

Зу ( 1 - а~ ) R0q 

Е, 1 = т с2 ( _.!_ • о з 

S = Зу R0q (2 - q) 

к2 е~1. 2 

2 2 •/ 
l"V - ve • 

2-q - з о ' 

m0cR0 )'! .. 
h 

( 
Е )2 

= Е;;: ' 

Рассматривая в дальнейшем ультрарелятивистское приближение е0 = 
= 1 - ~2 « 1, е = 1 - ~2 sln 2 0 « 1, воспользуемся асимптотикой функций 
Бесселя с помощью функций Макдональда [ 4, 7) : 

Jv(qo)~ п;з (1- :~ )'1•к,1. [i (1- :~ )"1'} 
( 12) 

2 2 

J~ (q0) ~ 1 
( 1 - ~) К•1 [2- ( 1 - · ~)'1· ]· 

1t /'З v2 ' З v2 

Возводя матричные элементы (11) в квадрат и проводя суммиро
вание по квантовым числам s'; k', учитывая при этом, что в <:илу зако
на сохранения х = К-К' величина х зависит от s' и k', получим следую
щие выражения для квадратов матричных элементов: 

где 

1ai12 = № е 1 sYK't, (z0) [i cos 0 (АВ' -ВА') + Ve;;- (АВ' + А'В)] -
-2 Ve (1 + sY) (АА' + ВВ;) К·1.1 2 • 

1 a2 l
2 = №е (АА' + ВВ')2 K t1, (z0), (13) 

fаз 12 = № (sy)2 [Vee" (АА' -ВВ') К·1. (z0) + е (А' В -АВ') K2t.{z0)]2. 

_ 1 ( е )•/, N - (l +~y)'I. 
Zo - -у - ' - . 

2 Ео 21t у3 

Для кош<ретизации произвольных спиновых коэффициентов А и Л 
рассмотрим два конкретных случая излучения электронов с «продою,

ной» и «поперечной» поляризацией спина. 
И з л у ч е н и е п р од о л ь н о п о л я р и з о в а н н ы х э л е кт р о

н о в. Для определения спиновых коэффициентов А и В в случае про
дольно поляризованных электронов потребуем, чтобы волновые функ
ции (5) были собственными функциями сохраняющегося спинового 
оператора {4] 
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(~Р)Ч! = hk~Ч!. k = Vк2 -k~. 
Подставляя волновые функции (5) в условие (14), найдем 

А = i~B. 
1 

IAI =I BI = -.12". 

( 14) 

где ~= ± 1 характеризует две возможные ориентации спина электрона 
110 отношению к направлению его движения. 

В этом случае матричные элементы (13) приобретают вид 

1а112 = № { ~ ~~' [(2 + sy)eK·1. + ~SY cos е V8 K11,l2 + 

+ 1 -2 ;;' BoBS2Y2 кr/, } , 

1 аз 1 sin е - (а2) cos е 1
2 = № {1 ~~~' [ssYBK•1. + (2 + sY) cose Ve К1 1.] 2 + 

+ 1 -;~~, eoes2y2 Kt1, }· 

Для интегральной вероятности с учетом «продольной» поляриза
:ции получим следующее выражение, совпадающее с соответствующим 

:результатом в однородном магнитном поле [4, 5]: 

w = 5 -VЗ с~ _с ___ Е_ [ 1 + ~~, + _!_ 1 - ~~' ] • 
6 cn R

0 
т0с2 2 54 2 ( 

15) 

Излучение фот он о в электрон а ми с «поперечно Й» 
n о ля риз а ц и ей. Для рассматриваемого нами фокусирующего маг
нитного поля (2) не известен сохраняющийся спиновой оператор, про
,ектирующий спин электрона на направление магнитного поля . 

Одн ако мы можем характеризовать величину этой проекции спина 
.средним зна чением оператора µ 3 

4 -+ -+4 

µ = т0са + Р2 l а Р], 

J<оторый является интегралом движения в случае однородного магнит

вого поля . 

С помощью волновых функций (5) находим среднее значение опе
JJатора проекции спина на направление оси симметрии поля (ось z) 

{ 
а < z2 ) ) 

(µ 3) = 211 АВК 1-2 -
2
-( 

Ro , 
( 16) 

Лр11 движении электрона в плоскости орбиты вращения (см. также [6]) 
коэффициенты А и В допускают простую интерпретацию . При 

1 
Л = В = -V

2 
спин электрона направлен вдоль оси симметрии поля . 

1 
При А = -В = -V2" направление спина противоположно полю. Из 

формулы (16) видно, что в случае аксиальной фокусировки (q=FO ) 
.проекция спина на направление поля несколько меняется, однако 
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изменение остается малым, пока амплитуда колебаний достаточно мала 

( ( ~~ « 1). 
В этом случае матричные элементы ( 13) приобретают вид: 

1а1 1 2 = № { 1 ~~~, [(2 + sy) 8К•1. - ~ V 808 ~УК1 1.1 2 + 

+ 1 ~~~, [s2 y2 8cos2 eк~1.} . 

Jаз 1 sin 0 - ( а2 \ cos0 1 2 = №{ 1 ~ ~~, (2 + sy) cos2 68К~1. + 

+ 1 ~ ~~ , s2y2 (8К•1. + ~ V 880 К1 1,)2} . 

Для вероятности с учетом «поперечной» поляризации электронов на1"щеи 
выражение : 

5VЗ е2 Е о 
W = -- х 

6 nR0 moc2 

х { l +~~' 
[ 1-

16 у3- 23 ~ ( 20 i/3- s)s] + 2 45 s + -6- s2 - т i - 9 

1- ~~ ' 
+ 2 +s2(1-~_s_~з )}· (17} 

Полученные нами формулы ( 15) и ( 17) для интегральных вероят 
ностей излучения в слабофокусирующем магнитном поле с учето~r 
спина электрона ·совпадают с соответс1'вующими формулами в одно
родном магнитном поле (q=O). Таким образом, в п ренебрежении 

(х2} (z2) 
малыми добавками порядка -- и --- излучение электрона не за-

R~ R~ 
висит от фокусирующих свойств поля . Однако, имея в виду фqрмулу 
(16), следует подчеркнуть, что устойчивость ориентации спина элек
трона на направление оси симметрии магнитного поля связана с ма-· 

" (z2 } 
лостью амплитуды аксиальных бетатронных колебании --Rg . 

Авторы благодарны А. А. Соколову и И. М. Тернову за постоянное 
внимание к работе. 
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