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СИЛЬНО АНГАРМОНИЧЕСКОГО КРИСТАЛЛА 

Получено термическое уравнение состояния доЛЯ кристаллов в случае сильного 
ангармонизма . Вычисленные с по~1ощью етог.J уравнения постоянные решеток Аг, Кг 
и Хе х<Jрошо согласую11ся с экспериментальньь.\ш данными вплоть ~и;о температур плав
ления. Оцениваются температуры, ПiРИ которых указанные кри·сталлы теряют устой
чивость. 

Введение 

· Ангармонические эффекты " играют важную роль в механических 
11 тепловых свойствах кристаллов. При температурах, бл-изких к темпе
ратуре плавления, они могут оказаться значительными. Это имеет 
место, например, в кристаллах инертных. газов. Учет ангармонических 
эффектов в дина~1ической теории кристаллических решеток обычно 
производится по методу теории возмущений [l, 2], что ограничивает 
рассмотрение областью слабого анrармонизма. в то же время само
согласованные методь1 остаются справедливым11 и в случае сильного 

ангармонизма. В р.Яде работ [3-5] сильно ангармонические кристаллы 
исследовались с помощью псевдогармонической те~рии самосогласо

.ванных фононов. 
В работах [6-8] кристаллическое состояние описывалось с по

мощью одночастичных функций плотности вероятности, каждая из 

которых отлична от нуля в окрестности соответствующего узла кристал

лической решетки; это отражает тот факт, что в кристалле каждая мо
лекула колеблется около определенного узла и вероятность ее перехода 

-+ 
в другие узлы мала. Для пространственной части w (q) одночастичных 
функций использовалось уравнение 

..... 1 s ..... ..... ..... -+ 
ln ( Л.w(q) } + 0 K(q-q')w(q')dq' = О , (l) . 

где 

4-+ ~ ._.._,. ~ 

K(q-q') = ~Ф (!q-a;-q'\), (2) 
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--> 

Ф(r) -парный потенциал · м:.жrv~о_:~екулярного взаимодействия, . аj---:-

координаты узлов реше-гки, q и q1 
- отклонение молекул от узлов, 

Л.- нормировочная константа. Решение уравнения ( 1) имеет вид 

4 

( ..... ) 1 { и (q) } 1 { 1 ~ 1 F , т пJ w q =-ехр --- = -ехр -- --- 1т11Q· q q 
').. 0 ').. е l!m!n! х у z х у z , 

' /,т,п~О 

(3) 

причем коэффициенты Fxlymzn в случае как угод:но сильного ангармо

низма удовлетворяют некоторой системе трансцендентных уравне 
ний {8]. Удельная свободная энергия кристалла в приближении урав
нения ( 1) определяется выражением 

f= ~ =~0lпS _exp{--i-[ :~ + и(q)]}dpdq- ~. (4) 

В данной работе рассматривается случай сильного ангармонизма 
4-го порядка 1. 

где 

§ 1. Термическое уравнение состояния кубического кристалла 

С точностью до ч.Тiенов более высокого порядка имеем [7, 8] 

( .... ) - + 1 ~ F 2 + 1 ~ F 4 + 1 \" F 2 2 
U q - Ио 2 i..J a'qa 24 'i..J a•qa 4 .l..J a'f'>'qaq[\, 

а а a<f'> 

(а, р = х, у, z); 

.... 
а2к (q) 

Ко=К(О), Ка•=~~ 1 ' 

дсfа -;t=o ' 
к - д4k. (;) 1 

a'f'>'= 
дсfадq~ i ~о -----

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

1 Потенциал взаимодействия двух молекул, находящихся в окрестности разных 
узлов, можно разложит~ в ряд Тэйлора по степеням отклонений от соответствующих 
узлов: 

00 

.... .... 
Умножая каждый член ряда на w (q) w (q') и производя почленное интегрирование 
(эта операция законна, так rн;ак области, в которых одночастичные функции каждой 
из молекул отличны от нуля, не 111ерекрываются и, следовательно, интегрирование ве

дется в области равномерной сходимости указанного ряда), получим ряд для средней 
энергии взаимодействия. Ввиду сходимости полученного ряда, при достаточно боль-

00 

шнх п п-й остаток Rn ' Е qJk является достаточно мал.ым. В случае слабого 
k=n+1 

ангармониз~1а это выполнi\ется уже при n=2.' В данной работе исследуется случай, 
когда малым является R4.\ Такого рассмотрения достаточно, например, для Кiристаллов 
инертных газов вплоть до температур плавления. 
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Дифференцируя (4) по расстоянию между ближайшими узлами, с уче
том (5) и (6)' получим 

дf _ 1 дК0 1 ~ 2 дКа.' 1 \."1 4 дКа.• 
-а; - 2 аа- + 2 ~ q а. -а;;- + 24 ~ q а. -а;;- + 

а. а. 

(9) 

.... 
Потенциал и (q) можно представить в форме 

и <ifJ = иs (q) + 2~ K4q4 (х - x(s>). ( 10) 

1 1 -> 
где u5 (q) = и0 + - F2q2 + - K4q4 -сферически-симметричная часть и (q), 

2 24 

х ('l't, <р) = sin 4 ,Э. sin 2 <р cos2 <р + sin2 е cos2 ,Э., 

-x(s) = _1_ S х ({}-. <р) dQ = _1 ; 
4n 5 

а. 

К4 = + ~Ка.'В'• 
а..в 

К4 = ~ Ка.•в• ( 1 - +ба.в). 
а.в 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

( 14) 

Разлагая в (7) функцию w (q) по степеням К.4 q4 (Х - x(s», подставляя 
248 

в (9) и учитывая (14), получим 

- 2--~-
_дf_ = _1 дК0 + _!_ дК2 if(s> [ l + _1 (ь__) (Х _ x<s>/s> Х 
да 2 да 2 да 2 248 

Х ( ~o(s) _ qs<s>) _ ... ] + _1_ дК4 (ji(s) Х 
q2(s) 24 да 

х [ 1 + _1 ( к.4 )2 (х - x<s»2(s) ( ql2(s) - qs<s>)- ... ] + 
2 248 \ q4(s) 

+ _5_ дК4 (t<s»2 [ 1 + ( К.4 )
2 

(Х - x<s»2(~ ( ::<s> -q8(s> )- . .. J-
72 да 248 q2(S) 

(15) 

где 

q2n<s> = -:s- s q2n ехр {- u~(q) } dq = 

( 16) 
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nричем Q2<sJ удовлетворяет трансцендентному уравнению: 

( 
" / 3 ~ 2(s) " / к4_ ') 

qz<s> = 3 V-30 D-2,5 К2 v ~ + 6 q v _з~ ' (17) 

к4 D (к . /_з_ + ~ -q2<s> 1;_к4_) - 1•5 2 V ек4 в зе 

еде Dv (z) - функции Вебера. Пренебрегая в уравнении ( 15) величи-
~ 

нами, зависящими от несферической части потенциала u(q), и исполь-
.зуя свойства функций Вебера '[9], получим следующее термическо е 
уравнение состояния 1: 

_a_[_l ~~о-+~ дК2 +~(3 - ~) дК4_] = -Р, (18) 
Зv 2 да 2К2 да 4К4 да 

V К (f<s> 
где Р - давление, v = - - удельный объем, ~ = 2 в силу ( 17) pe-

N 0 
llleниe трансцендентного уравнения 

D ( -. / з _2_ " / ек4 ) 
~ = 3К2{ з _ -2.5 К2 V ~~ + fЖ2 ~ V _:з_ . (19) 

ек4 D_,,5 ( К2 V е~4 + 6~2 ~ { е:4) 
Легко видеть, что 

lim ~ = 3, 

к~ 
-~00 (20) 
0К4 

и следовательно, при низких тем~пературах ( 18) переходит в термиче
оекое уравнение квазигармонического приближения 

_ 1:_ [-1 дКо + _о__ \1 -~ дКа' ]- = _ Р, (21) 
Зv 2 да 2 ......i Ка' да 

а 

полученное для системы, одночастич!Ные функции которой подчиняются 
уравнению ( l) в работе {6]. Оно использовано в работах (10-12] для 
нахождения границы устойчивости некоторых кристаллов. 

С помощью термического уравнения состояния (18) можно вычис
лить расстояние между ближайшими соседями а=а(Е>, Р) кубических 
кристаллов как в случае слабого, так и силыного ангармонизма 4-го по
рядка. В следующих параграфах это уравнение применяется к кубиче
.(:КИМ гранецентрированным кристаллам инертных газов. 

§ 2. Тепловое расширение кристаллов инертных газов 

Если межмолекулярный потенциал Ф (r) имеет вид 

Ф(r) = _Bi_ -- В2 (В1 , В2 >О; п >m > 3), 
,п гт 

(22) 

1 Оценку отброшенных членов для случая межмолекулярного потенциала Лен
нард-Джонса см . в § 4. 
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f 

Kt . (fl. - 1) n (п + 1) (п +2) В~А_,Н--4 

5,п-Н 

где 

(т -1)т(т+ 1) (т + 2) В2Ат+4 
5,т+4 

(23) 

(24) 

(25) 

(26} 

решеточные суммы, зависящие от типа решетки 11 от S, но не завися
щие от а; . zk --:- 'коорди~ацщ>н:н~1r ._ ч.ис.л.а; R1i - координационные ра
диусы. 

Для описания межатомного взаимодействия в кристаллах инерт
ных .газов ис_пользовался, ка~. обычно, потенциал Леннард-Джонса 
(22) с параметрами 

1' 

n= 14, · m=6~ -B1 -= 4e00'12 , В2 = 4е0а6 , (27} 

причем В качестве глубины- ПОТен'ЦЙаЛЬНОЙ Яl\!Ы 80 11 «диаметра ато
МОВ» а были взяты величины,: определенные из значений второго вири
ального коэффициента соответствующиJG газов [13, 14]. Прп вычислении 
а=а(0, Р) указанных кристаллов ~ помощью уравнения (18) иополь
зовались следующие решеточные сум_мы кубических гранецентрирован-
ных кристаллов ~15J: ' ·· 

А6 = 14,454; А8 =г 12,802; А10 = 12,311; А12 = 12,132; 
J • • • 

А14 = 12,059; А16 = 12,027. (26') 

Уравнение (18) с учетом. (iЗ)-(25), {26') и (27) решалось числен

но. При этом значениЯ ~=~(к~{ 0~4 ) вычислялись итерирова
нием уравнения (\9) .с использованием таблиц функций Вебера [16J. 
В результате при задаНflОМ 1? . и . 0~0о(Р) уравнение (18) имеет два 
действителыщх . реше.НИЯ (l1 ~·а2, · .совпадающие лишь при Е> =00 (Р); прн 
0>00 (Р) уравнение . (18) не имеет действительных решений. 

В -таблицах · l-'3 прмвеДены значения ~, вычисленные из ур,авне-
. " . .. : . а 

Таблица 
Тепловое расширение Ar 

. Т°I<: ··1 10:" 1 .~· ю· ·t зо · 1 40 / so 1 бо j 10 1 80 1 83 

Уравнение (18) 1,094 1,098 1 1, 102 1, 107 1, 112! 1, 117
1 

1, 123 1, 1301 1, 132 

ai Уравнение (2.1) .· --),094 с 1.,0~8 1, 103 1, 109 . 1, 1161 1, 125 1, 136 - -
- . , , 
а Эксперимент [ 17, 18] 1, 101 1, 102 1, 105 1, 108 1, 112 1, 117 1, 123 1, 130 1, 133 

1 

e0 /K=l 19,8°K, а=З,405· lQ-8 см .-рЗ] . .. Прочерки означают отсутствие действительных: 
решений уравнения (21 ). 

108 



Таблица 2 

Тепловое расш1фение J(r 

Т°К 1 10 1 25 1 40 1 55 1 70 1 85 \ 100 l 115 

Уравнение (18) 1,093 1,098 1, 103 1, 108 1, 114 1, 120 1, 121\ 1, 13 

а1 Уравнение (2 1) 1,093 1,098 1, 104 1, 111 1, 119 1, 130 1, 1601 -
-
а Эксперимент [ 19] 1,109 1, 111 1, 115 1, 119 1, 125 1, 131 1, 138 1, 14 

5 

6 

е0 /К= 158°К, a=3,60· I0-8 см [14]. 

Таблица 3 

Тепловое расширение Хе 

1 20 1 40 1 60 1 80 l 100 l 120 1140 1160 

Уравнение (18) 1,094 1,099 1, 104 1, 109 1, 115 1, 121 1, 128 1, 136 

а1 Уравнение (2 1) 1,094 1,099 1, 105 1, 112 1, 121 1,132 - -
-
а Эксперимент [20, 21] 1,096 1,099 1,1035 1, 109 1, 115 1, 121 1, 128 1, 137 

e0 / K=217°I<, а=З,96 · 10-8 с.м ]14]. 

ния ( 18), а также значения 
a<qh) 

1 
в квазиrармоническом приближе-

а 

нии (21), и соответствующие эксперименталь,ные данные [17-21] для 
кристаллов Аг, .Кг и Хе при нулевом давлении . 

Данные для Аг, .Кг и Хе, приведенные в таблицах, показывают, что 
значения а, вычисленные из термического уравнения ( 1'8), хорошо со
гласуются с соответствующими экспериментальным.и величинами при 

не слишком низких температурах. Расхождение вблизи Т=0°.К обуслов
л~но нулевыми колебаниями, которые не учитываются классическим 
уравнением ( 1). Что касается квазигармонического приближения (21), 
то расхождение между a<qh) и аэнсп и.меет место также вблизи темпера
тур плавления. 

§ 3. Граница устойчивости .кристалла 

.Как уже отмечалось, изоб~ры а= а (0, Р Фикс), полученные из тер
мического уравнения состояния (18) , имеют по две ветви. Ветвь а1 со-

ответствует устойчив,ым состояниям ( дР ) < 0, а ветвь а2 - неу.стой
да1 е 

чивым (-д~ ) >О. При некоторой температуре 0=0о (Р) обе ветви 
да1 е ' 

сливаются: а1(0о(Р), Р)=а2(<Эо(Р), Р); при 0>0о(Р) уравнение (18) 
не имеет действительных решений . .Кривая 1 (на Р, <Э-диагра мме) 
0=00 (Р) характерна тем, что в каждой · ее точке справедливо соотно

шение 

( }Р_ ) = О, 
да е 

(28) 
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эта кривая есть граница устойчивости кристалла, описываемого терми
ческим уравнением состояния ( 18). В частности, для кубических ,гране
центрированных кристаллов с потенциалом межатомного взаимодей
ствия Леннард-Джонса (22), (27) при нулевом давлении температура 
потери устойчивости 0 0 (0) = 1,18 е0 , что превышает экспериментальные 
температуры плавления Тuл кристаллов Аг, Кг и Хе в 1,6-1,7 раза. 
При Р=!=О также То(Р) >Тил· (Р). 

В квазигармоническом приближении (21) кривая 0 =E>gh (Р) 
при не слишкоы высоких давлениях близка к экспериментальной кривой 
плавления [10-12]. Однако при температурах, близких к температуре 
плавления, ангармонизм очень силен и квазигармоническое приближе-

ние неприменимо . Например, для Аг при Р =О, Т = 75<>К и а= afh (75°,'О), 
используя работу [13], а также (24), (25), (27) и (26'), получим 
0к 
--

4 ~ 0,8, а квазигармоническое приближение (21) справедливо, со-
к~ 
гласно (20) , лишь при 0К4- « 1. Поэтому близость кривой E>=<Эqh(P) 

к~ 
к экспериментальной кривой плавления не может служить основанием 
для того, чтобы отождествить эти кривые, как это делалось в работах 
(10-12]. Как указано в работе Плакиды (22], теория П{!__авления не 
:\!ОЖет быть получена из рассмотрения одной кристаллической формы. 

§ 4. Обоснование приближения (18) 

Оценим члены, зависящие от несферической части потенциала 
-+ 

и(q), которые были отброшены при выводе уравнения (18) из (15). 
Используя (8), (12), (13), (14) , (16) , (22), (27), а также таблиц функ
ций Вебера (16], получим, что вплоть до 8=11,2 е0 

_1_( К.4 ) 2(x-x<s))2(s) ( q~<s> - qs(s) ) <2,7- 10-з; 
2 248 q2(S) 

(29) 

Подставляя (29)- (31) в (,16), найдем, что вплоть 

вклад отброшенных членов не превышает 0,2% от 

(30) 

(31) 

до Е>= 1,2 ео 
}8_ дК2 + 
2К2 да 

+ - 8 (3 - А) дК4 . Т б • t' аким о разом, хотя ангармоническии потенциал 
4К4 да 

-+ 
u(q) не обладает сферической симметрией, но ввиду быстрого роста 

-+ ~ 

и(q) (а следовательно , быстрого убывания w (q) (3)) основной вклад 
в термодинамические функции даже при высоких температурах дает 

-+ 
очень малая область ячейки вблизи узла, где потенциал u(q) nочти 

110 



сферически симметричен. Приведенные оценки показывают, что пере
ход от (15) к уравнению (18) является обоснованным. 

В другой работе при помощи полученных здесь результатов будут 
вычислены коэффициенты теплового расширения, изотермические сжи
маемости и изобарические теплоемкости сильно ангармонических кри
сталлов инертных газов. 

Автор благодарен проф . Я. П. Терлецкому за постоя,нное внимание 
к работе и полезные советы. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Борн М., К: у н ь Х. Динамическая теория кристаллических решеток . М., ИЛ, 
1958. 

2. Лейб ф р и д Г., Л ю д в и г В. Теория ангармонических эффектов в кристаллах. 
М., ИЛ, 1963. 

3. G i l i s, W е r t h а m е r, К о е h l r. Phys. Rew. , 165, 951 , 1968. 
4. G о 1 d m а п V. V., Но r t о n G. К., К l е i n М. L. Phys. Rev., Let. , 21, 1527, 

1968. 
, 5. П л а к и да Н. М. «Физика твердого тела», t t. 700. 1969. 
~ б. Тер л е цк и й Я . П., 3 у б о в В. И. «Вести. Моск. ун-та», физ . , астр., № 5, 53, 

1968. 
7. 3 у б о в В. И. « Вести. Моск. ун-та», физ., астр., № 3, 113, 1969. 

IJ .8. Z u Ь о v V. I. , Т е r l е t s k у Уа. Р. Аnп. Phys., 24, 97, 1970. 
9. У и т те к е р Э . Т ., В ат с о н Дж. Н. Курс современного анализа, 11. М., Физ-

матгиз, 1963. 
1 О. Б аз ар о в И. П. «Изв. вузов», № 1, 18, 1969. 
11 . Баз ар о в И. П. «Физика твердого тела», 11 , 840, 1969. 
12. Рже в с кий В. В . « Вести . Моск. у н-та», физ., астрон., t 1, 579, 1970. 
13.Michel А., Wyker Н., W ijke r Н.К. Physica , 15,627,1949. 
14. N е w i t t D. М. Desighn of High Pressure and the Properties of Fluids at High 

Pressure. Oxford, 1940. 
15. J о n е s I., I n g h а m А. Proc. Roy. Soc., А 107, 636, 1925. 
16. К ар по в К. А., Чи ст о в а Э. А. Таблицы функций Вебера, т. III . М., ВЦ АН 

СССР, 1968. 
17. Р е t е r s о n О. G. , В а t с h е 1 d е г D. N., S i m m о n s R. О. Phil. Mag., 12, 

1'193, 1965. 
18. Р е t е г s о n О. G., В а t с h е l d е r D. N., S i m m о n s R. О. Phys. Rev., 150, 

700, 1966. 
19. L о s ее D. L., S i m m о n s R. О. Phys. Rev., 172, 944, 1968. 
20. S е а r s D. R., К l u g Н. Р. J. Chem. Phys .. 37, 3002, 1962. 
21. М а n z h е l i i V. G., G а v r i l k о V. G., К u с h n е v V. ! . Phys. status solidi, 34, 

К55, 1969. 
22.Plakida N.M., S Jk \6s Т. Phys.stat.sol.,39, 1'71, 1970. 

Поступила в редакцию 
25.1 1971 г. 

К:афедра 
теоретической физики 


