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НЕПРИВОДИМЫЕ ТЕНЗОРЫ И СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Ноор·И•ВОдИJмые тензо.ры на трехмерной nр.уппе .вращений есть симметричные по.. 
всем ин,декса.м тензоры с нулевым следом. Найдены линейные ком.би11-1ации декартовых_ 
компонеl!l'Т()в этих тензоров, преобразующиеся как сферические фуН'К:!lии. У·ра.!\lнен•ия­
указательных поверJСностей непри~водимых тензоров выражены !Через сферически е. 
фун-кции_ Для Нffil'ри.водимых тензоров от пер·вого д1J шестого 1р111Нrо.в результаты пред-­
ставлены в .виде таблицы. 

В математической физике применяются два типа реализации про­
странств однозначных неприводимых представлений трехмерной­

группы вращений: сферические функции У7' (6, ер)= (6, ер l l, m) и непри­
водимые тензоры 1 D1> с компонентами Di, i, ... i1 . Здесь l - . 
вес неприводимого представления, m=-l, -l+ 1, ... , l-11, l - номер 
одной из (2/+11 )-й функций, реализующих 2l+ !- мерное пространство. 
этого представления. Тензор 1 D1> - симметричный по всем индексам 
тензор ранга l с нулевым следом; среди е1го различных компонентов. 
всего 2l + 1 неза1висимая [ 1] . 

Указательной .поверхностью неприводимого тензора 1 D1> назовем 
поверхность, ·имеющую в полярных координатах r, е, q> уравнение 

r =(6,eplD1)= Di,··· Di
1
s;, ... si

1 
(I\ 

(S1 = sin 6 cos q>, S2 = sin 6 sin ер, S3 = cos 6) , 

где D;, . .. iz - декартовы компоненты тензора ID1>. Причем те 
части этой поверхности, которым соответствуют положительные зна­
чения r, будем, следуя А. В . Шубникову [2], считать окрашенными 
·в -белый цвет, а те, которым соответствуют отрицательные значения ;, -
в черный. Такие поверхности применяются для наглядного изображения 
анизотропных физических свойств кристаллов [3] . Так как любой тен­
зор, описывающий какое-либо свойство кристалла, можно разложить 
на неприводимые [ 1], указательные поверхности неприводимых тензо­
ров могут служить стандартными деталями для построения всевозмож­

ных тензорных указательных поверхностей. 
В этой работе уравнения указательных поверхностей не-приводи­

мых тензоров выражены через сферические функции. Попутно ус"I:а ­
навливаются соотношения между компонентом и сферической формо\1 
J l, т> неприводимых тензоров . Последний по отношению к сфериче-
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·ским функциям играет ту же роль, которую по отношению к уравнениям 
указательных поверхностей выполняет компо~ентная форма 1• 

Соотношения между сферической и компонентной формой непри­
водимых тензоров при l= 1 и [=12 хорошо известны (см" например, [ 4], 
[8]). Для установления этих соотношений ттри произвольных значениях 

.l воспользуемся представлением чисел заполнения [ 4], ['5], применение 
.которого для построения неприводимых тензорных представлений груп­
пы вращений показано, в частности, в [·6]. Собственно набор индексов 

.при произвольном ком•поненте неприводимого тензора обозначи~ 
lni, nj, nн>, где числа щ, nj, nk показывают, сколько раз среди индек-

•СОВ встречаются символы i, j, k соответственно . Умножение символа 
1 ni, nj, n1t> на число означает, что на это число уменьшается соответст­
:вующий компонент. Набор индексов при компонентах, отнесенных к де­
J<артову базису ех, еи, е2 , обозначим 1 nx, ny, nz>, а при компонентах, 
отнесенных к каноническому базису, 

е~= J2 (ex-ieu); ет~ = ; 2 (-iex+ eu); еь " ez 

(искомые соотношения для них существенно проще, чем для декарто­
:вых), - 1 n;, nтi, п,) . ·Сумма чисел заполнения в любом базисе равнэ. 
:рангу тензора 

(2) 

Введем символические операторные векторы уничтожения и рож-
~ ~ 

,Дения индексов а и а+; действие их компонентов на числа заполнения 
:-определяется известными равенства:\1и 

ai \ пi > = V пi \ пi- l ) ; аt\п; ) = Vпi + 1 1 пi + 1) . 

Любой набор индексов представляется .как результат действия 
-соответствующего набора операторов рождения и уничтожения на «ин­
дексный вакуум» f 6]: 

1 ~+n· ~+п. ~+n ) \ni, nj, nk) = а; 'ai 1ak k\0. 
щ! п1 ! n1t! 

.Коммутативность операторов рождения соответствует симметричности 
-:тензора 1 D1>, а из равенства нулю его следа вытекает соотношение 

~+2~ 

а а2 \ ni, п1 , nk) = О. (3) 

Пусть Н - символический вектор, составленныи из матриц инфи­
:нитезимального представления группы вращений; в каноническом ба­
зисе его компоненты 

( 
о о -1) 

к~ = ;2. -~ ~ -~ ; ( 
о о i) 

Кт~ = _) - о о 1 ; 
r 2 -i 1 О 

\ 
(

1 о о) 
Кь = О -1 О · 

о о о 

Используем его для .построения символического операторного вектора 

7 с компонентами 
1 Строго говоря, оимвол \ D1> должен обозначать неприводимый тензор незави­

симо от его формы. С этой точки зрения применение сим!В'ОЛа JD1 > в ура1внении (1) 
не вполне корректно, однако оно удобно и вряд ли может повести к каким-либо не­
доразу.мениям . Соот.~rетственно термины «неприводимый тензор», «сферический тензор» 

.иногда .употребляются вместо «непряводимый тензор в компонентной форме», Фнепрн­
.води•мый тензор J3 сферической форме». 
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Коммутационные соотношения между ними, как легко проверить, зада­
ются символическим векторным произведением 

1х1 = П. (4) 

Подсчитав действие операторов Гr, и Р = J~/6 + !"!" + I.r/' на числа за­
полнения 1 п6 , nтi, nr;), найдем 

tь 1 ns, nтi, п;) = (ns - nтi) 1 n;, пт~. пс), (5) 

72
1 п~, nтi, пь) = (а+2а2 + (п6 + пт~ + пь) (п; + пт~ +пс+ 1)) 1 п;. ,пт~. пь) . (6) 

Приняв во внимание (2) и (3), перепишем последнее соотношение 
в виде 

(7) 

Таким {){)разом, ·В 21+ 1-мерном пространстве компоненты ln; •tтi• nt) 
неприводимого тензора IDz> играют роль собств~нных векторов опера-
торов Ts и 72

• 

С другой стороны, из коммутационных -соотношений (4) сл.едуеr 
{7], что можно найти 21+1 сферический тензор ll, m>, компоненты 
которого являются собственными векторами операторов 16 и [2 с СQбст­
венными значениями т и l (l +1) соответственно: 

Ть \ l. т) = т \ l, т) , / 2 
j /, т) = l (l + 1) j /, т). (8) 

Сравнение формул (5) и (7) с формулами (8) показывает, что 
отнесенные к .каноническому базису неприводимые тензоры 1 ns, nтi, nt) 
преобразуются под действием всех операций, входящих в труппу вра­
щений, точно так же, как сферические тензоры l l, m> , а числа запол­
нения п6, nтi, nt связаны с индексами l, т сферических тензоров соотно­
шениями 

{ 
ns + пт~ + nt = l, 
п6 -пт~ =m. 

Перейдя от канонического базиса к декартову, получим линейные 
ком·бинации компонентов неприводимых тензоров, преобразующиеся 
так же, как сферические функции. Вместе с соответствующими канони­
ческими компонентами они выписаны в таблице l . 

Переписав соотношения (8) в форме 

1

1" ~ -:- (/ + т-п,), 

nч = 2(!-т-щ,) 

(l = 1, 2' ... ; т = - l, ... ' l)' 
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1 

2 

3 

4 

Таблица t 

Соответствие между сферическими тензорами 11, т > и неприводимыми тензорами 
в каноническом 1 ~, пТJ, пс > и декартовом 1 nx, ny, nz > базисах 

-1 Dri Dy - +з D;ш Dxxxz - 3Dxyyz 
- 4 -
о Dr, Dz D;ш Dxxxx - 6Dxxyy + Dyyyy - +4 

+1 D; Dx -5 DТJТJТJТJТJ Dyyyyy-10Dyyyxx+5Dyxxxx 
-

-2 DТ\Т\ Dxy -4 DТJТJТJТJi. Dxyyyz - Dyxxxz - -
- 1 Drr;, Dyz -3 DТJТJТJi.i. Dyyyzz - 3Dyxxzz 
-

DТJТJТJТJs Dyyyyy-2Dyyyx.t-3Dyxxxx 
о Dr.t Dzz -

Di;11 Dxx+Dyy DТJТJi.i.i. Dxyzzz -2 -
DТJТJТJsi. Dxxxyz + Dxyyzz 

+1 Dtt Dxz -
-1 DТJi.Ш Dyzzzz 

+2 Dg Dxx- Dyy -

-1 DТJТJШ' Dyyyzz + Dyxxzz, 

DТJТJТ\ Dyyy-3Dyxx - DТJТJТJss Dyyyyy + 2Dyyyxx + Duxxxx 
-3 -

Di.Шt D22222 
-2 D~ Dxyz 5 о 

DsТJШ Dxxzzz + Dyyzzz -

-1 Drr,,c Dyzz -- DssТJТJt Dxxxxz+ 2Dxxyyz + Dyyyyz 

DтtТJS. Dyuu+ Dyxx 
DШi.t Dxzzzz - +1 

l\r.r. Dzzz DssТJi.t Dxxxzz + Dxyyzz 
о 

Dxxz+ Dyyz DШТJТJ Dxxxxx + 2Dxxxyy + Dxyyyy 1 Di;rr,, --1 
Dш Dxzz Dшtt Dxxzzz - Dyyzzz +11 +2 

~ 
DsS.Т\ Dxxx+ Dxyy - DШТJь Dxxxxz - Dyyyyz 

D~i. Dxxz-Dyyz +3 DШi.i. Dxxxzz - 3Dxyyzz 

- DsШТJ Dxxxxx-2Dxxxyy-3Dxyyyy 

D;~ Dxxx-3Dxyy +4 Dш;ь Dxxxxz - 6Dxxyyz + Dyyyyz 

- 4 D1'tft'lrl't Dxyyy - Dyxxx +5 Dss.ш Dxxxxx- 10Dxxxyy+5Dxyyyy -

-3 Dтrrf11i. D yyyz - 3Dyxxz 
-

-2 Dтirr,,r; Dxyzz -6 DТJТJТJТJТJТJ 3Dxxxxxy- lDxxxyyy + 
DТ\ТJТ\!;. Dxxxu + Dyyyx - + 3Dxuuuuu 

-
Dyyyyy2-10Dyyyxxz+ 

DТJttь Dyzzz -5 DТJТJТJТJТJ~ -1 +5Dyxxxxz 
Dt\ТJ6t Dyyyz + Dyxxz ·-

- DТJТJТJТJt~ Dxyyyzz - Dyxxxzz 
D222z -4 

Dьш 6 DТJТJТJТJТJs Dxyyyyy - Dyxxxxx 
() 

D~ТJi.i. D xxzz + Dyyzz -

D;;т~ч Dxxxx + 2Dxxyy + D yyyy -3 DТJТJТJШ Dyyyzzz - 3Dyxxzzz - DТJТJТJТJi.s Dyyyyyz - 2Dyyyxxz -

+1 D~~ Dxzzz - -3Dyxxxxz 

Di;i;тit D xxxz + D xyyz 
DТJТJШt Dxyzzzz - -2 

D;stt Dxxzz - Dyyzz D;тiТJТJti. Dxxxyzz + Dxyyyzz +2 
0шл D xxxx- Dyyyy De.i;тiТJТJТJ Dxxxxxy+2Dxxxyyy + Dyyyyyx 
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Продолжение табл. 2 

(0,cp j Do > = +в • в 

32 . l l ! ! (Dxxxxxx - 15Dxxxxyy + 15Dxxyyyy - Dyyyyyy) У6 + 
16

_ 1
1 
! ! (3Dxxxxxy - 10Dxxxyyy + 3Dxyyyyy) Уб + 

3 +s 3 - s + 8 . l l ! ! (Dxxxxxz - 10Dxxxyyz + 5Dxyyyyz) У 6 + "8.11!! (Dyyyyyz - 10Dxxyyyz + 5Dxxxxyz) У 6 + 
_3_ +4 3 _ 4 _1_0_ +з + 8 .9!! (Dxxxxzz-6Dxxyyzz + Dyyyyzz)Y5 + 2.9!1(Dxxxxxy-Dxyyyyy)Y5 + 

41711 
(Dxxxzz2-3Dxyyzzz)Y5 + 

( pg) ( 11 ! ! sin60 

р~ 11 !1 sin°0 COS 0 

р~ 
1 2 9!1 sin40 Х 

Х (11 cos20 - 1) 

р~ 1 

3 12 711 sin30 х 

х (11 cos38 -
-3 cos 8) 

1= 11 
Р~ 1 - 7 ! ! s i n2fJ( 33cos48+ 

8 

1 р~ 1 

+ 18 cos2 8 + 1) 

111 1- sin е (33 cos58 + 
1 1 18 

+30cos38+5 cos 0) 

j pg 1 

1 1- (231 cos60 -16 
- 315 cos40 + 

t + 105 cos20 - 5) 

_1_0 _ - -з __!_ +z _1_ -2 + 41711 ( Dyyyzzz + 3Dxxyш)Y5 + 
28 

(Dxxxxzz -Dyyyyzz)Y5 + 
14 

DxyzzzzY5 + 
2 +1 2 -1 о + 7 DxzzzzzY5 + 7 DyzzzzzYв + D~zzzzz Ув 

{ 
p'f cos тер, т ;;i: О 1 dl+m 

ут_ . т . те 2 l 
l - lm/ . j • Р1 = SШ -(2l)ll l+ (cos 8 - 1) (m ;;i: 0) 

р1 sш mlcp, m<O . dcose т 

r р~' f9!! sin•e 

1 р~ 1 91!! sin40 cos е 
Р~ 1 2 711 sin

3
0 х ( Р:) ! 711 sin4e 

х (9cos20-1) 3 711 . зе е 

1 1 

р4 " sш cos 
2 __!__ 7! ! sin28 Х 15 

Ps 2 I р2 - sin2e (7cos20 - 3) I 
3 

1 = 1 х (3cos30-cos0) ; 
4 2 r Рз '1 

1 Pi 1 ~ sin е (21 cos
4
8 - 11 Pl 1 = 1 ~ sin е (7 cos3 0 - \ ; \ Р~ 

_ 14 cos2e + 1) - 3 cos 0) 1 pj t = 
ро 1 1 _!_ (63 cos50 - о _!_ (35 cos4 0 - 1 

5 8 Р4 8 о 
1 Рз - 70 cos

3
0 + - 30 cos20 + 3) t ) \. + 15 cos 0) 

( р~ 1 ( 3 sin2 е 
5!1 sin3 0 ) 1 1 3sin0cos0 

Р2 1= 
511 sin

2
0cos0 / 1 о) _!_(Зсоs20-1) 

t Р2 t 2 J 3 . 
- sin0 (5 cos 20- 1) ' 

1 2 ( р: ) r sin 0 

_!_ (5 соsзе - 3 cos0) l р~ ! = \. cos е J 
2 



.а присоединенные функции Лежандра p'f' (t) определяются формулой 
Родри1га 

1 / dz+m 
p'f' (t) = -- (1 - t2)m 2 (t2 -- l)l (т :>О). 

(2l)!! dtl+m 

В заключение хочу поблагодарить научного руководителя Ю. И. Си­
ротина за помощь в работе. 
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Продолжение табл. ! 

D11ьшь Dyzzzzz Dшш Dxxzzzz - D yyzzzz 

-1 D1111Шь Dyyyzzz + Dyxxzzz +2 D~~~11~ь Dxxxxzz - Dyyyyzz 

D111111ьi~ Dyyyyyz + 2Dyyyxxz + D~Ш1111 Dxxxxxx + Dxxxxyy -

+ Dyxxx.tz - Dxxyyyy - Dyyyyyy 

Dшш Dx-xлzzz - ЗDxyyzzz 
+з Dььшь Dzzzzzz D~Ш11ь Dxxxxxz - 2Dxxxyyz -

D~11Шь Dxxzzzz + Dyyzzzz - ЗDxyyyyz 

6 о D~~1111ьь Dxxxxzz + 2Dxxyyzz + 6 + Dyyyyzz D~шьь Dxxxx;:z - 6Dxxyyzz + 
D~6~111111 Dxxxxxx + ЗDххххуу ·+- +4 + Dyyyyzz 

+ ЗDххуууу + Dyyyyyy D66Ш11 Dxxxxxx - 5Dxxxxyy -

- 5Dyyxxxx + Dyyyyyy 

Dшш Dxzzzzz 
+sl D~6~Щ 

1 

D xxxxxz - 10Dxxxyyz + 
+1 D66ТJШ Dxxxzzz + Dxyyzzz + 5Dxyyyyz 

Dш1111ь Dxxxxxz + 2Dxxxyyz + 
+61 1 

+ Dxyyyyz Dшщ Dxxxxxx - 15Dxxxxyy + 
+ 15Dxxyyyy- Dyyyyyy 

легко показать, что фиксированным значениям и т отвечают [ + (l- \ т \) J + 1 на·боров 1 чисел заполнения п6, nтi, nt;, так что 
только при 1т1 = l, 1т1 = l- 1 числа заполнений определяются одно­
значно. 

Различные наборы чисел заполнения, соответствующие одному 
и тому же компоненту сферического тензора \ l, т>, связаны между 
собой условием обращения в нуль следа тензора \D1>. Для \D2>. 
например, это условие в каноническом и декартовом базисе соответст­
венно выглядит так: 

D6ri + Dri~ - iDt;ь = О, Dxx + J;)YY + Dzz = О, 

что хорошо видно из таблицы. 
Полученные результаты .позволяют выразить уравнения указатель­

ных поверхностей непроводимых тензоров через сферические функции . 
Эти уравнения в форме 

1 

~ k1mY'!' (6, ер) 
m=-1 

для l= 1, 2, .. " 6 приведены в таблице 2. Коэффициенты k1m выражены 
в ней через декартовы компоненты соответствующего неприводимо;-о 

тензора, сферические функции У'!' (6, ер) взяты в вещественной форме 

У'!' (6, ер) = { р'!' (cos 6) cos тер т > О 
р\т> (cos 6) sin 1 т 1 ер т < О 

1) Квадратные скобки означают целую часть заключенного в них выражения: при N 

четном [ + N] = + N, при нечетном r + N] = -~- (N- 1). 
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1'-:) 
о 
о 

Таблица 2 
Указаtt.nьные nоверхности <0, ер 1 Dl) нtnриводимых тtнзоров rрупnы 0+(3) 

~~-------~---~- ~--- ·-· - -- --~~---~~ - -- ~ ~ 

<0, <plD1 ) = DxYt
1 + DyY-!

1 + DzY? 

( 8, tp 1 D2> ""' l +2 1 -2 2 +1 2 - 1 о 
5(Dxx-Dyy)Y2 +з DхуУ2 +з Dх2У2 +з D!JZY2 + D22Y2 

(0, <р 1 Dз ) .,.. _1_ +3 _1_ -3 _з_ +2 

4
.

511 
(Dxxx-3Dxyy)Y3 + 4. 511 (-Dyyy + 3Dxxy)Y3 + 

2
. 511 (Dxx2 -Dyy2)Y3 + 

l -2 1 +1 1 - 1 о 
+-5 Dxy2Y3 + 2 DхиУ3 -t-2 Dy22Y3 + D222 Y3 

(0,<piD4)= l +4 l -4 l +3 
~ (Dxxxx - 6Dxxyy + Dyyyy) У 4 + 2.71! (Dxxxy - Dxyyy) У 4 + 711 (Dxxxz - 3Dxyyz) У 4 + 

_ 1_ - 3 _l_ +2 _2_ -2 _!.. +1 
+ 7!! (- Dyyuz + 3Dxxy2)Y4 + 511 (Dxx2:-Dyyzz)Y4 + 51 ! DxyzzY4 + 5 Dx222Y 4 + 

2 -1 о + S Dyy2zY4 + D2222Y4 

(О, <р 1 D5) = +s 1 -5 

16
. 
91 

! (Dxxxxx - 10Dxxxyy +5Dxyyyy) У 5 + 
16

. 
91 

! (Dyyyyy - 10Dxxyyy + 5Dxxxxy) У 5 + 

5 +4 5 -4 5 +3 + 8.911 (Dxxxxz - 6Dxxyy2+Dyyyy2) У 5 + ~ (Dxxxyz - Dxyyyz) У 5 + В· 71 ! (Dxxxzz - 3Dxyyzz) У 5 + 
5 - 3 5 +2 10 -2 1 +1 + ~ (- D yyyzz+ 3Dxxyzz) У5 + 711 (Dxxzzz -Dyyzzz) У5 + m DхушУ5 +-3- Dx222zY5 + 

__t_ 1 -1 о . 3 Dy2222Y5 + D2zzzzY5 


