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О ПРИМЕН ЕНИИ МЕТОДА ОСРЕДНЕНИЯ 

ДЛЯ РАСЧ ЕТА КОЛЕБАНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

С УЧ ЕТОМ РАССЕЯНИЯ ЭНЕРГИИ 

Пр11 1ИЗученки !Колебаний мех0анич.еских tСИстем возникает н·еобх'°1д~111мос1ъ учи-
1ьrвать рассея111.И е энерг.и~и, которое 1всеf\да !Имеет •место в р еалЬ'!lых колебаrельньrх 
системах . Мерой .рассеяния энергии •В мате{Jиале ·~юж~ служить площадь петли 
:r.истере.зиса в коордИ'Натах 1nеремещен111е - сила. Для ряда матер111алт :хар.актерно 
~едующее свойс'I'во : энерг.ия, ра.ссеива.еыая за оди;н пе])IИод К'Олебаюий, заЗ.'Исит 
· только от амплJfтуды ·Перемещений [.1---'4']. Кроме того, во ·многих 1Праn<тичеоки 1Ва•ж
:.ных сл~учаях ~южн.а считать эту энер.гию относительно .малой величиной. 

Изучению колебательных систем с учетом 1JЗ1нутреннеrо трения пюсвящено боль
· шое число !работ [1-6]. Для анализа кваЗ1ИЛ1ооейных колебательных систем с уопе
хом п1р1именяются асимпто'I'ические методы, я•вляющие.ся раэ.&ит.ием метода Крылова
JJоf\олюООва. В н астоящей за~1етке 111·зл.агается методШ{а оореднен:ия, 1ПОЗ5'0Ляющая 
,раосчитывать колебателЬJ-Iые 'Режюш существенно нелинейных сист-ем с одной сте

··пенью ооободы с учетом потерь энергии 1В мат.ер1Иале 'В предположенпm, что площадь 
петли г.ист.ере3'и.са является малой велиЧJfНой, :пропорциональной малому параме'l'ру 

<О<е~!. 
Пусть J-\еЛИ"нейна.я ·колебателЬ'!lая оисrема с од.ной степенью свободы описывает

· ся дифференUJИ•аЛЬJ-IЬШ у.ра.в.н.ением IВ.щда 

~ (ту) + Q(у)=еФ(F1 , F2, у, y) +ef (у, у). (1) 

·здесь т - масса , Q-еФ - возвращающая сила (слата.емое- еФ учитывает mсrе
..рез1Исные nотер;и) , ef- малое нелинейное 1ВОзыущение, F1 .и F2 - амплитудные ЗJ-Iа-

чения !КОорд'ИНаты у (F2~y~F1) , коrорые ·выражаются через у и у с оомощью 
.интег,ралОIВ 'l!евоз~1 ущооной си.стемы ({)истемы (!) пр.и е=О) [7-10]. Мы не делае.\1 
здесь допущен.иi'1 о форме петли J~истерезвса [1-4], т . .е. 'Не пр:wвод•им КОJI!Кретного 
ви.д.а фу.нк.ц111и Ф . Функция f 1мож0ет 'Jlакже перио1Д1ИЧОСК111 з а.висеть от IВ'ремени t. 

· в это~1 .случае удобно .взять во.змущение 1в 1Юl'де ef (у, у: 'fio), где '6=v+ е0 (у, у·, 'fi') 
('fio - фаза ВJ-\еШl!JИХ воз-мущен:ий). f и е ·п.е,рИОдJИ·ЧНЫ lПО "' с перИ•ОДОМ 2n. Аналоnично 
может быть рассмотр•ен оелучай, 1Когд1а па.ра.ме-nры системы медленно изменяюкя со 
врrо1 енем (1щ>и это~f фу.шщИIИ 'В (!) за1JЗ1Исят от IНеJ<О'Юрых переме.н1ных Х= {х1 , .• " Xn}, 
при"lем -~=еХ(х, у, у)). 

Для тоrо 'Ч'ТОбы пр.иближенно 1Прои.нтегрИIJI0вать систему (1!), следует перейти 

от перемеJJJНых у и у к новым 1Переменньш - амллит)"дным кр:ивым F1, F2 и фазе 
-колебаю1й 'Ф [7, 8]. Это П'реобразован:ие прово.дJИт.ся с ломощью мrеrрало'В 111евоз
·мущеннvй скстемы 1И ПJJIИIВОд,ит систему ( 1) к 'Виду 

(2) 

тде А, (J), Ч' -111екоторые известные фу.нющи, IВЫЧ~и.сляемые по меrоД!Ике, раз&итой 
F, 

в [7, 8]. Амллитуды F 1 1И F2 с.вязаны соотношением J Q (у) dy = О. Схо.д,ны'Уl обра-
F, 

зом преобразуется ( 1) 1и в :неавrономном случае, ]{l()Гд,а f период.IИЧООЮ! завжит от t 
19, 10]. К преобразованным системам т.ипа (2) может быть пр~именена мето,щи.ка 
оqред<Неlf1ИЯ (7-JO] . 

П'РИJВедем nр.имер ·расчета !КQ.НIКретной нели•нейной колебаrгель.ной системы с 
одоной степенью свободы с учетом !Потерь aн~ornrn 1В материале. Расомо-nр:и~м массу т, 

:перемещающуюся тю rориЗО'll'l'альной на.пр.авляющей •под доейств.ием вертикальной 
·пруDЮИJНЫ с IЖ·ОС'Г!WСТЬЮ k2 1И Д\/IИНОЙ l П!pill усл•ОВIИIИ, "!ТО, когда '!'ело 111а1Ход,ится под 
точкой подвеса l!lру.жины, послед'l!яя н.едефQрмир:ова;на [7, 8]. Колебания '!'а.кой 

•СИС"rемы оnисываю'I'СЯ следующим ура1ВJ1ен:ием, 1В !Котором удержаны члены .до 

третьего поряд!Ка &ключительно: 

d . k2 ( у2 ) . . 
- (ту) + --у3 = еьрп \ 1 - -- sgny + е"лу. 
dt 2/2 2F2 

(3) 
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Здесь еЛ.- малый коэффициент трения, член ebfn ( 1 - _L) sgпy учитывает энерrе-
2F2 

тические 111СУГер:и [1-4], п -неко'I'орая лостояннЭJЯ. Допусr.им, чrо т, k, Ь за&исят от 
«)!едленного ~времен.и» т= et. Амплитуды колебанlИ.Й F = F1 1и F2 в 1да1н~ном случае свя 
завы ООО'ЛНОшением F=F1= -F2. 

Ооред111енnюе у.р.авнен.ие первого nр:ибли•жения 1110 Е для амплитудной кри•вой 

f(et) J1rмеет ю~д [7, 8] 

dF ( 1 
-;h + 3kYm 

dkYm _ _!:._)F= ~~Fп-i , 
dт Зт 9 akY т 

irдe а= V Г2(1/4) (Г- гамма -функция Эйлера). Решая (4), получим 
6 2 л: 

"t' 

_!,_ 1 _!::. d"t' 

- ( k'J'rт )-' / ' з .• т [- 5/(п-2) 
F (т) = k (О)у т (О) е о F2-п(О) - 9а Х 

"t' 

п+2 f Л. п-2 "t _n+l 3 ;:nd-r _1_ 

х (k(O)Vm(O)) 
3 J b(kym) 

3 е 0 dт г-п. 

(4)' 

Пусть т = const, k = const, Ь = const, Л. = const. Тогда для · F получается выра
:жение 

Л."t (n-2)1.."t 1 

F (т) = е F--n (О) -- зт [-? (е----зт - 1) г-п. 

Ра<JСмотрим для Э'J'Oro случая периодические 0а1втоколебательные [режимы с.исте
мы (3). Амплитуда F0, соо11ветсrвующая авrокюлебательному реж.и.му [7], дается 
.выражеН!Ием 

fo=(-
1 

Л.kР (1/4) у-2 

!Ol b у2л:т) . 
(5) 

Автоколебательный режи·м с а.мп.'lиту.:юй (5) усrойчив lJJp.и услов·ии n>2. Для 
·лерио;:rа ЭТ'ОГО режима Т0 спра·&едJЪИво приближенное •выражение 

(6) 

Поп.равки 111ервог.о порядка '110 Е еЛF и еЛТ к амплитуде (5) и ~периоду (6) в дан
ном случае ра1вны нулю. Пр~иближен~11ая формула для периодического решения (3) 
имеет ви1д 

[ 
kfO ] 

у= Focn zV2 (t + h) ' 

где h -лроиз·вольная пос'I'оя·нная, сп - эл ;Dиптическая фу~11кция Якоби при м•о-
1 

-дуле у"2. 

Рассмотр,иrм ~рез·онан.сные режимы систе)!Ы типа (3). Уравнение дв.иж~ия возь
мем в DИде 

.. k2 ( у2 ) . . 
ту + · 

212 
у3 = ebfn 1 -

2
f2 sgny + еЛ.у + еа cos vt, (7) 

где т = const, k = coпst, l = coпst, Ь = const, Л. = const, а= const, v = const. 
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2л: 
Рассмотрим резонансный режим pw (F) =v, где р- целое число, w (F) =-- = 

Т (F) 
(2л:)' /, kF 

= 
21 
У~Г2 (1/ 

4
) частота собствеll!Ных ко.1ебаний, v - частота ~внешней силы . 

Стационарные ,резонансные значеН1Ия амплитуды к.алебаний F н фазовой расстройюн 
<p=vt-'lj:J ('Ф- фаз а собС'Гвенных .колебан.нй) определяют.ся формулами 

где 

2 
vl vm Г2 (1 / 4) • F о ( а'Лk Sb п-2) 

Fo = л: '/, -,;r2pk . sш <ро = - ау \ t vm + -з- Fo , 

'У = 

1 

S 
sin { 2·л'/,р 

Г2 (1/ 4) 
-1 

F ( arccos х, ; 2 } dx, 

(8). 

F - эллип11ический Jн1теграл 1Пер.вого р•ода. Стацион.арный режим (8) являе-гся устой
чи·вым, есл!И F0 'И <ро уд1овлетворяют условиям устойqивоС11и 

6а'Лk 10 (п + 1) 
cos <р0 >О, ~ + bF0n-2 <О. 

l " т 3 
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ОБ ИНДУЦИРОВАННОМ ЧЕРЕНКОВСКОМ УСКОРЕНИИ 

НЕЙТРОНОВ 

Раооеяяие электрома~н.итных волн лр11вод1ит к •11оявлен.ию силы, действующей
на рассеивающую част.ицу. Эта сила относительно невелака, так как лропорцио
нальна е4. 

При •нал1ичми среды взаимодейс11В1ие заряженных частиц с направленньш пото
ком из.1)'Чеиия обусловлено в основном процессю111 и.идуцированн•ого черенковского 
излучения JI логлощения. В силу этого ускорение частиц определяется ,разностью 
поrлощае~1ой 111 'Испускаемой энергий, пропорциона.1ьной е2• 
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